Cdlculo 1. Ing. Civil Documento 11: FT inversas
Prof. Claudio del Pino O.

Temas: Inversa de la funcién seno. Inversas de las funciones coseno y tangente. Propiedades. FT inversas y
calculadoras.

1. Introduccion

Como ya se ha comentado, ninguna de las 6 funciones trigonométricas es inyectiva, pues todas son perioddicas.
Luego ninguna FT tiene funcién inversa. Sin embargo, por razones practicas, se hace necesario construir una
funcion inversa especial para cada FT. Este es el objetivo de esta sesion.

2. Inversa de la funcioén seno

Como se sabe para que una funcién tenga inversa, ella débe'se biyectiva, es decir, inyectiva y sobreyectiva. La
funcién
sin : R —R
T — g = sin(z)
cuyo grafico es

L 4d

Grdfico de y = sinx
claramente no es inyectiva ni sobreyectiva. Por lo tanto, ella no tiene inversa.

Con el fin de obtener una inversa de la funcién sin, se modificaran su codominio (para que sea sobreyectiva) y su
dominio (para que sea inyectiva). El nuevo codominio, es claro que debe ser el intervalo [—1,1]. Para un nuevo
dominio se tienen muchas posibilidades de eleccién. La que tipicamente se elige es el intervalo -7, 7]. Por lo
tanto, definimos la siguiente funcién, que se llamara Seno (con S maytscula) para diferenciarla de la funcién seno
ya estudiada, que se anota simplemente Sin.

Sin : [-%,5] — [-1,1]
x +— y = Sin(z) = sin(z)
cuyo grafico es
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-

Grdfico de y = Sinx

Esta funcién es biyectival, luego ella tiene inversa, que se denomina arcoseno y se abrevia arcsin (también asin y
sin™!). Asf entonces,
o Tom
arcsin : [-1,1] — [-7F, 2].
x — y = arcsin(z)
cuyo grafico es

-

Grdfico de y = arcsin x

Luego,

y = arcsinx = siny =z

Nota: Revisar en su calculadora, la tecla correspondiente a la funcién estudiada.

3. Inversas de las funciones coseno y tangente

Procediendo de manera completamente analoga, se definen la inversas de las funciones coseno y tangente, denom-
inadas arcocoseno y arcotangente; y anotadas por arccos y arctan, respectivamente. En primer lugar se ajustan
los dominios y codominios, de la siguiente manera

1Esto no debe sorprender a nadie, pues ella ha sido construida para que satisfaga esta propiedad.
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Cos : [0, 7] —  [-1,1].
Tan : |- 5,5 — R,

Los graficos de estas funciones ajustadas son:

. - .
¥ : ¥

-

‘ i
il B

Grdfica de y = Cosz Grdfica de y = Tanz

En efecto,

3.1. Inversa de la funciéon coseno
Luego de lo comentado, la inversa de la funcién Coseno, se define ‘por

arccos : [—1,1] {— [0; 7]
x —> = arccoszw

donde

Yy = arc.cosx — COSYy =T

cuyo grafico es

-

Grdfico de y = arc cos x

Nota: La funcién arccos también se suele designar por acos y cos™!.
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3.2. Inversa de la funciéon tangente

Anélogamente,
arctan: R — 1-%,51
r —— y=arctanz
donde

y = arctanr <= tany=ux

cuyo grafico es

Grdficowde y = arctan x

Nota: La funcién arctan también se suele designar por atan y tan—!.

3.3. Ejemplo

1. Como sin(7r/6) = 1/2, se tiene que arcsin(1/2) = 7 /6

2. Como cos(7/2) = 0, se tiene que arcsin 0 = 7/2

3. Como tan(w/4) = 1, se tiene que arctan 1 = 7/4
Nota: De manera similar al camino mostrado en esta sesién, de definen las restantes FT inversas.
3.4. Ejemplo: Una ecuacion

Encontrar todos los valores de = tales que:

arcsin x + arcsin 2x =

w3

Desarrollo: Sean arcsinxz = «, es decir, sina =z
arcsin 2x = 3, es decir, sin 8 = 2x
De este modo la ecuacién propuesta puede escribirse:

onrﬂ:g
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Aplicando la funcién cos se tiene:
cos(a + ) = cos

(1)

cosa-cosfB —sina-sin 3 =

o= WA

ahora se debe encontrar cos« y cos 3, en términos de x.
De la identidad sin® a4 cos® o = 1, se tiene cosa = v/1 — 22. Anélogamente cos § = v/1 — 422. Sustituyendo en
(1) se tiene:

V221 —422 —2-22 = %
V1 — 22 V1 —422— 422 = 1
21 —22-V1—422 = 1+ 422 /()?
4(1—2?) (1 —42%) = (1 +422)?

4 — 2022 + 162* 1+ 8x2 + 16a2*

2822 = 3
_ 3
I2 = 28

3~
r o= £/3 ~ 0327,

De estas 2 soluciones posibles, al verificar en la ecuacién propuesta, se obtiene que x = 0,327 es la tinica solucién.

4. Propiedades
» sin(arcsin(z)) = z, para —1 <z < 1.
» arcsin(sin(z)) = z, para —7/2 <z < 7/2.

" cos(arccos r)) =z, para —1 <z < 1.

= arc cos(cos T z, para 0 < x < 7.

)

)
(z))
(z))

» tan(arctan(z)) = x, para  en R
(z))

» arctan(tan(z)) = x, para —7/2 <z < 7/2.

5. FT inversas y calculadoras

Chequear que al usar una calculadora cientifica, ella entrega un dngulo
1. para arcsen:

a) en el primer cuadrante, si sina > 0.

b) en el cuarto cuadrante, si sin o < 0.
2. para arccos:

a) en el primer cuadrante, si cosa > 0.

b) en el segundo cuadrante, si cosa < 0.
3. para arctan:

a) en el primer cuadrante, si tana > 0.

b) en el cuarto cuadrante, si tan o < 0.

En el caso que el angulo buscado no sea el que entrega la calculadora, se pueden usar las férmulas de reduccion.
Veamos el siguiente
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5.1. Ejemplo

Calcular todos los valores de « entre 0° y 360°, sabiendo que sina = 0,8191520442 y que « esta en el segundo
cuadrante.

Desarrollo: Usando la calculadora, se obtiene que
o = arcsin(0,8191520442) =~ 55°

angulo que estd, como ya se habia comentado, en el primer cuadrante.

Ahora bien, por las férmulas de reduccién
sin(180° — 55°) = sin(55°)

Por lo tanto, el otro dngulo buscado es 180° — 55° = 125°.

6. Actividades

1. Para una persona en reposo la velocidad v, en litros por segundo, del aire que fluye en un ciclo respiratorio

es
7t
= 0,85 si —
v sin ( 5 )

donde t se mide en segundos.

a) Graficar la funcién e indicar la porcién deligrafico que corresponde a la situacién planteada.

=

;Cual es la velocidad para el tiempo cero?.

o

QU

)
)
) (Para qué valor de t la velocidad es de/0,4251/seg?.
) ¢En qué instante la velocidad es maxima?.

)

e) ;Cudl es el valor de esa velocidad méxima?.

f) iCudl es la duracién del ciclo.respiratorio?.
2. Determinar todos los valores dexa €/]0, 27| para los cuales

a) sina = —0,891

b) cosa = —0,891
) tan o = 123456
)

d) sin(2a) = 0,891

C

3. Resolver las siguientes ecuaciones.
(a) arccos2x —arccosw = §. (b) arcsinz 4 arctanx = 7.
(c) arcsin2z = § —arcsinz.  (d) arcsinz + arcsin 2z = 7.

4. Determinar el dngulo agudo que forman las recta y = 5x — 1y 3z — 2y = 5.

7. Desafio

Explicar c6mo calcular arcsec(5), usando una calculadora cientifica bésica.
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