Cdlculo I. Ing. Civil Documento 5: Modelos cuadraticos

Prof. Claudio del Pino O.

Mowvimientos parabdlicos

Unidad 1: Funciones reales de una variable real

Tema: Modelos cuadraticos.

Capacidades. C.2.: Manejar conceptos y propiedades de las funciones cuadraticas y resolver situa-
ciones problematicas contextualizadas que son modeladas por estas funciones.

1. Introduccion

Luego de los modelos lineales, el siguiente modelo en términes de aplicacién, son los modelos cuadréticos.

2. Problema inicial: Distancia recorrida versus tiempo, en movimien-
tos con aceleracién.constante

Posicion inicial: |0 Velocidad inicial: |5 Aceleracion constante: | 20 Rainiciol

Posicion: 43.47 Velocidad: 42.0 Aceleracion: 20.0
60.0 m 19.24 m/s 20.0 m/s®
: uIIIIIIIIIIIIIIIIIID Trrrrrrrrrrrrrrrri
b ] 221s ] 2218
l] rrrrrrrrrrrrrrrrri - -
2215 4924 m's
Posicidn: 0.0 Tiempo: 0.0 Velocidad: 0.0  Tiempo: 0.0 Grafica at

Movimiento parabélico !

Thttp://www.educaplus.org/movi/
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3. La funcién cuadratica
Una funcion cuadrdtica tiene la forma

y=f(z) =az® +br+c, cona #0, a,b,c€R.

YA

f(x)=az®+bx+c

V(_% ’f(_%))

= Intersecta al eje Y en el punto (0, c).

» Intersecta al eje X cuando A = b?> — 4ac > 0. En tal caso, los puntos de interseccién son las raices de la
ecuacién ax? + bx +c=0.

b b b A
= Su grafica es una parabdla con vértice V = —, f | —— =loFAxl— ).
2a 2a 20" 4da

= La recta vertical x = —5, ©8 una recta de simetria de su_grafico,
a

= Sia > 0 la pardbola se abre hacia arriba, y si a{< 0'se abre-hacia abajo.
= La féormula de la funcién cuadratica se puede presentar’ de varias maneras:

1. y= f(z) = az’+bz+c = a(zr—x/)z —x2), donde x; y 5 son las raices de la ecuacién az?+bz+c = 0.
b )2 b? — dac

2.y:f(x):am2+bx+c:a(a:+% 1a

Graficos de\la funcién cuadratica y = az? + bz + ¢

a<0, A<O a<0, A=0 a<0, A>0
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4. Ejemplos

1. Cuando se lanza un proyectil desde el origen de coordenadas, con velocidad vy y en la direccién de la recta
y = mx, la trayectoria que sigue su movimiento viene modelada por la siguiente funcién cuadratica

g
y:mx—Z—v%(l—sz)xQ (1)

donde y representa la altura del proyectil (en metros), x representa el desplazamiento horizontal del proyectil
(en metros) y g la aceleracién de gravedad (considerar g ~ 10m/seg?).

Si el proyectil se lanza con una velocidad de 40m/seg:

. . . . 1+ m? 320
a) Verificar que la ecuacién de la trayectoria puede ser escrita en la forma: y = — 3281 T (a: — 1+m2>
m

b) Si el proyectil se lanza en la direccién de la recta y = x:
i) Determinar la ecuacién de la trayectoria.
i1) Calcular la maxima altura alcanzada por el proyectil
¢) Dibujar las trayectorias correspondientes a diversas rectas de lanzamiento.

Desarrollo:

a) Sustituyendo los valores de g y vg = 40 en (1):

y = mz (1% m?)a?

9. 402

— 1 2y,.2
= mz %(1+m)x

B _1+m2x( 320m>

320 “\" T 15m2

b) i) En este caso m = 1, luego 1412 320-1
T30 x<x_1+12>

= ——ux(x — 160)

1) Calculando la ordenada del vértice de la pardbola encontrada se obtiene que y = 40. Por lo tanto,
la méxima altura alcanzada por este proyectil es de 40m.

¢) En el siguiente esquema se muestran los gréaficos param =05, m=1,m=2, m=3y m =4.

P

¥
80
o
G0
S0
40—+
304

200

10+
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2. Sea f(x) = —x%+ 2. Hallar un punto P de la funcién en el primer cuadrante de modo que el rectdngulo que
tiene a P y al origen de coordenadas como vértices opuestos, y que se apoya sobre el eje X y sobre el eje
Y, tenga perimetro méaximo.

Nota: Esta actividad es una tipica aplicacién de la funcién cuadratica sobre problemas de maéaximos y
minimos. Se sugiere observar los pasos que se siguen el la solucién de esta actividad, pues ellos le pueden
servir de guia para enfrentar situaciones similares.

= Hacer un dibujo, esquema o diagrama.
En este caso, se hace un esbozo de la funciéon dada y del rectangulo indicado.

= Asignacién de variables.
En este caso, como lo buscado es el punto, se eligen las variables que corresponden justamente a las
coordenadas del punto P buscado.

i

) 3 o g \P(x}y}‘

= Buscar funcién a maximizar.
Es claro que la funciéon a maximizar es A = 2z + 2y.
= Buscar, de ser necesario, una relacién entre las variables.
En esta situacién, como la funcién a extremar, ha quedado dependiendo de 2 variables, se debe buscar
una relacién entre ellas.
Como P(z,y) es un punto del grafico de y = f(x), se tiene que y = 2 — x2.
= Establecer funcién a maximizar.
En base, a los dos pasos precedentes, se tiene que la funcién a maximizar es

A=A(z) =22 +2(2—2%) = —22° + 22 + 4.

= Buscar el extremo solicitado.
Como esta funcién es cuadratica y el coeficiente de 22 es negativo, ella tiene un méximo. Este méaximo

se alcanza en el vértice de la pardbola. La abscisa del vértice es x = —% = —2,(2_2) = % Ahora si
T = %, se tiene que la ordenada correspondiente en el grafico es y = 2 — ( %)2 = %.

= Dar la respuesta.
El punto del gréafico de f en el cual se obtiene el rectangulo de perimetro maximo es (%, %)
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5. Actividades

1. La altura s (en metros y medida desde el suelo) de un objeto lanzado verticalmente hacia arriba, desde el
centro de la cima de un edificio de 100 metros de altura, viene dada por

s = s(t) = —16t + 96t + 100
donde t es el tiempo expresado en segundos.

a) ;En qué instante el objeto estda a 100m de la cima del edificio?

Cc

)

b) ;Cudl es la maxima altura que alcanza el objeto?, jen qué instante la alcanza?
. En qué intervalo de tiempo el objeto se mueve hacia arriba? ;y hacia abajo?
JEnq p J Ly J

)

d) Determinar la distancia total recorrida por el objeto.

2. Al lanzar un proyectil verticalmente hacia arriba, se mide la altura del proyectil (en metros) en diferentes
instantes (en segundos) después de lanzado, obteniendo la siguiente tabla de valores:

0|1 (3|5|7]84]10
416181918 | 6 |3

Q. =+

a) Graficar los datos de la tabla de valores obtenidos.

b) En base a la distribucién de puntos obtenidos, ;qué tipo de funcién podria modelar razonablemente la
situacion planteada?

¢) Obtener una expresion de la funcién propuesta.

S8

Graficar la funcién encontrada, en el mismo sistema usado para (a).

e) Interpolacién: jA que altura se encuentra el proyectil a los 9seg de ser lanzado?

)
)
)
)

~

Extrapolacion: ; En qué momento el-proyectil vuelve al suelo?

3. Un cohete es disparado, desde 1a base desuna colina, hacia lo alto de ella (ver figura). La colina que tiene
una pendiente igual % (con pespecto a la horizontal del suelo) y la trayectoria del cohete viene dada por

y = —0,01622% + 162

T e y en metros.

V'

off .

0

a) (A qué distancia de la horizontal del suelo toca la colina el cohete?
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10.

11.
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b) ;Cudl es la altura méxima que alcanza el cohete (sobre el suelo)?

Hallar f(z + 1), si se sabe que f(x — 1) =222 — 3z + 1.
Sea f(x) = ax?® + bxr + 5. Encontrar los valores de a y b, de modo que
flz+1)— f(x) =8z +3
Determinar los valores de m de modo que el gréafico de la funcién cuadrética f(z) = 22 —mx +m? —3m +2
sea tangente al eje X.
Presentar el nimero positivo A como suma de dos sumandos tales que su producto sea el médximo posible.

Encontrar un punto P en la recta y = x, de modo que la suma de los cuadrados de las distancias de este
punto a los puntos (—a,0), (a,0) y (0,b) sea la menor posible.

Se dispone de una hoja tridngular de cartulina como en la figura. De ella se quiere sacar un rectangulo,
cortando como se indica en la siguiente figura. Determinar las longitudes del rectangulo de mayor area que
se puede obtener de esta manera.

Gcm

Scm

Se desea construir una caja de base rectangular de 2cm de ancho. Determinar las dimensiones de la caja de
mayor volumen que se puede construir si las sumas de todas sus aristas debe ser igual a 40cm.

Un barco parte hacia el sur, desde un muelle, a las 2:00PM, con una velocidad de 20 kTm Otro barco que
viene desde el este a 15:00’“77” llega a este muelle a la 15P.M. ;A qué hora ambos barcos se encontraron lo
més cerca posible?.

Desafio

Determinar los puntos en los cuales la funcién f(x) = V522 + x + 1 intersecta a la pardbola y = —5x2 —z+5.

x2+2a:+c

T ir e tlene como recorrido todos los reales, cuando 0 < ¢ < 1

Verificar que la funcién f(z) =
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