Cdlculo 1. Ing. Civil Documento 8: Modelos trigonométricos I
Prof. Claudio del Pino O.

Temas: FT en tridngulos rectangulos. FT para angulos agudos. FT para cualquier angulo. FT definidas para
numeros reales.

1. Introduccion

En esta sesién iniciamos el estudio de los modelos funcionales que regularmente se usan para modelar situaciones
problematicas periddicas. Una situacién se dice periddica cuando su comportamiento, aproximadamente, se repite
de manera regular. Algunas de estas situaciones son la oscilaciéon de un, péndiilo, la variacién de temperaturas en
un mismo dia y en un mismo lugar, posicién de los planetas, etc:

Estos modelos funcionales son las funciones trigonométricas (FT)\reales. Para definirlas primero se hace para
un angulo de un tridngulo rectangulo, luego para un anguld agudo, a continuacién para angulos generales, y
finalmente para todo nimero real.

2. Problema inicial: Rueda de-la fortuna

Una Rueda de la Fortuna' de una feria de atraeciones tiene un radio de 10 metros y tarda 30 segundos en dar
una vuelta completa. Una persona se sube a'la Rueda de la Fortuna. Determinar la funcién que corresponde la
altura del cestillo donde se encuentra dicha persona, durante los 2 primeros minutos. En caso de requerir alguna
informacién adicional, usted asignela.
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Movimiento periédico

ITambién conocida con el nombre de vuelta al mundo o rueda de Chicago
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3. FT para angulos agudos en un triangulo rectangulo

Sea ABC un tridngulo rectdngulo como en la siguiente figura, y o uno de sus dngulos agudos.

B
C
a
f.-’
s [
| b (5
Las FT del dngulo « viene definidas por:
. a cateto opuesto c hipotenusa
senoa =sina=-=——— cosecante « =csca=—-=————
c hipotenusa a  cateto opuesto
b cateto adyacente c hipotenusa
COseno a = cos o = — = , secante o/ = sec a = - =
c hipotenusa b  cateto adyacente
a cateto opuesto b  cateto adyacente
tangente o =tan oo = — = cotangente o =ctg o = — =
b cateto adyacente a cateto opuesto
3.1. Actividades
Sea « el angulo agudo del tridngulo rectdngule-anterior:
1. Verificar que
seca + tan o
=csca

sec« + tana — cos «
2. Sabiendo que tana = %, determinar los valores de las restantes 5 funciones trigonométricas del angulo «.

3. Verificar que

o | cosa | sina | tan
T 1 V3
6 2 2 3
T v | |
4 2 2

™ 1 \/g

§ 2 2 \/g

4. Comprobar que

sin « cos o
s tana = , cota = —
COS & sin «
1 1
" sec o = ,  CSC Q= —
CcOos « sin o
1
= cot = , tan a =
tan o cot ar
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4.

5. Expresar en funcién de sin o, cada una de la 5 funciones trigonométricas de A. Por ejemplo, csca =

Prof. Claudio del Pino O.

= | (sina)? + (cosa)? =sin®a +cos>a =1

= 1+ tan® o = sec3a

s 14 ctg?a =cscla

1
sina ”

6. El hilo que sujeta a un volantin (suponiéndolo perfectamente extendido) tiene 170m. Si el &ngulo de elevacién

del volantin es de 64,0°, ja qué altura se encuentra?

. Un arbol quebrado por el viento, forma un tridngulo rectangulo con el suelo. ;Cuél era la altura del arbol, si

la parte que ha caido hacia el suelo forma con éste un dangulo de 50° y si la parte del tronco que ha quedado
en pie tiene una altura de 20 m?

20

o
50 l_

. Desde una torre de observacion de 25 m. de alto, unshombre observa desde una posicién situada a 2 m.

bajo el extremo superior de la torre que el dngulo de élevacién de la copa de un drbol es de 12°40" y que
el dngulo de depresién de su base es de 72°20"»Si las bases de la torre y del drbol estdn a un mismo nivel
horizontal, ; Cudl es la altura del drbol?.

FT para angulos agudos

Sea « un angulo agudo. Desde un punto B cualquiera de su lado terminal se traza el segmento perpendicular a
su lado inicial. Se forma asi un tridngulo rectangulo ABC, de catetos a y b e hipotenusa c:
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P e #
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A A A b ¢
Angulo agudo Punto B elegido Tridngulo rectdngulo formado
En base al tridngulo rectdngulo ABC' se definen las F'T del dngulo agudo a:
. a  cateto opuesto c hipotenusa
senoa =sina=—-=————— cosecantea« =csca=—-—= ———
c hipotenusa a cateto opuesto
b  cateto adyacente c hipotenusa
coseno o = cos o = — = - secante o = sec o = - = (4)
c hipotenusa b cateto adyacente
a cateto opuesto a  cateto adyacente
tangente a =tan o = - = cotangente o =ctg a = — =
b cateto adyacente a cateto opuesto

5. FT de un angulo cualquiera

Sea « la medida de un dngulo AOB (OA lado inicial, OB-ladoterminal). Se ubica este dngulo, en su posicién
normal, en un sistema de coordenadas, esto quiere decir quelsu vértice se ubica en el origen del sistema de
coordenadas y su lado inicial sobre el eje X. Sea P = (a,b)un punto en el lado terminal (OB) y r = Va? + b*:

oty

Entonces, las funciones trigonométricas para el dngulo a se definen, siguiendo las definiciones en (4), de la si-
guiente manera:

sin o — ordenada de P _a s o — OP T
“= or oy “= ordenada de P~ a
cos o — abscisa de P é cse o — or _r
a oP Cor "~ abscisade P b

tam o — ordenada de P _a cte o — abscisa de P _ 9
© abscisade P b ga= ordenada de P~ a
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6. FT definidas para niimeros reales

Como ya se ha dicho, en este curso se estudian las funciones reales. Por esta razén se requiere tener definidas
todas la F'T para ntimeros reales. Un camino para lograr este objetivo es procediendo de la siguiente manera:

Sea z un nimero real cualquiera. Entonces, teniendo como referencia las F'T' de un angulo cualquiera de la secciéon
precedente, las F'T para x vienen definidas por

sinz = sin(x rad), cosx = cos(z rad), tan(z) = tan(zrad) ete.

es decir,
sin: R — R
x — y = sin(z) = sin(x rad)

cos: R — R
x — y = cos(z) = cos(z rad)

tan : dom(tan) — R
z — y = tan(z) = tan(z rad),
donde? dom(tan) = {(2n+1)% /n € Z}, ctc.

7. Ejemplo: Un modelo trigonométrice

En cierta ciudad la funcién que representa (aproximadamente)la temperatura promedio en la semana x de un

ano viene dada por:
T

y=T(z) =15sin (ﬂ) +5
donde y estad expresado en grados Celcius y x varfa.entre 1 y 48.
Nota: En esta situacién se asume que todo mes tiene 4 semanas.
Determinar, aproximadamente, la temperatura promedio en la tercera semana de Mayo.
Desarrollo:

La tercera semana de Mayo corresponde a/x = 19. Por lo tanto, la temperatura promedio de esta semana es:
-19
y=T(19) = 15sin <7T24> + 5~ 14,13142143

Luego, la temperatura promedio en la tercera semana de Mayo es aproximadamente de 14°C.

8. Actividades

1. a) Verificar que cosa = 0 para o = (2n +1)5, con n € Z.
b) Encontrar todos los valores de « para los cuales cosa = 0.

¢) Idem para tan o = 0.

2. Verificar que las definiciones de las FT para un dngulo o no dependen del punto considerado en su lado
terminal.

3. Verificar la siguiente tabla de valores de angulos principales en el segundo cuadrante.

2Ver ejercicio 1, en las siguientes actividades
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a | cosa | sina | tana
271’ 1 \/g

S| 2| |8
ST _va | v |
4 2 2

ST B 1 | V3
6 2 2 3
T -1 0 0

. El lado final de un dngulo obtuso es la recta que pasa por el punto (—2,4) y el origen. Calcular las funciones

trigonométricas para este angulo.

. Determinar, usando la RMD, el dominio de cada una de las FT.

. Comprobar que para todo valor de x se cumple que sin(z + 27) = sin(z). ;Hay otros valores, distintos a 27,

para los cuales también se cumpla la igualdad anterior.

. Usando calculadora, determinar los valores indicados en la siguiente tabla:

a cos a sin av tan
80, 7°
1,3rad
28°25'45”

. Estudiar la paridad de cada una de las funciones trigonométricas.

. Un paciente estd convencido que su bienestar €moecional ‘waria periédicamente con el tiempo t, de modo

que se repite cada 25 dias. Es decir, suponiendo que sw,estado emocional era neutral en el momento de su

nacimiento, su nivel emocional t dfas después serd: E = E(t) = Asin (3£), donde A es el nivel emocional

maximo.

a) Use la calculadora para obtener un gréaficorde’ la funcién dada y determine cuél serd su nivel emocional
en su vigésimo cumpleanos si no se consideran los anos bisiestos

b) Este paciente también cree que.su bienestar fisico sigue un modelo similar, pero con un ciclo que se repite
cada 20 dias. Si B es el nivel maximo, de su bienestar fisico, encuentre una férmula para establecer su estado
fisico en el momento t, obtengasuna/gréfica con la calculadora de dicha férmula y determine el nivel en su
vigésimo cumpleanos.

¢) ;Cudntos dias después del vigésimo cumpleanos de Juan coincidirdn los niveles maximos de sus ciclos

fisico y emocional ?
Desafio

_— ‘ h

] = ] d

En una galeria de arte un cuadro de A cm de alto se encuentra colgado en una pared de modo que su distancia a
la visual de un observador es de d cm(ver figura). Determinar una expresién que corresponda a tand en términos
de la distancia del observador a la pared.
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