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Calculo de volumenes II:
Método de los casquetes cilindricos

Temas

v Método de los casquetes cilindricos
para calcular volimenes de sdlidos
de revolucién.

Capacidades

> Conocer y aplicar el método de
los casquetes esféricos para calcular
voltimenes de sélidos de revolucién.

16.1 Introduccion

Solido al girar en torno al eje Y

En muchas ocasiones, al girar en torno al eje
Y, una regién del plano, el calculo del volu-
men del sélido engendrado resulta bastante
complicado. Tal es el caso, por ejemplo, si la
funcién en cuestién es y = —3+42% -3z +1.
JPor qué?. Para estas situaciones, en esta
sesién se revisa un método que simplifica
considerablemente la resolucién del problema
plantado. Este método se denomina: método
de los casquetes cilindricos.

Nota 16.1 La mayor parte de las ilustraciones y ejemplos de esta sesion se han
tomado de Voliumenes por casquetes cilindricos, del profesor Aquiles Paramo Fonseca.
Web: http://temasmatematicos.uniandes.edu.co/Casquetes_cilindricos/
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Sesion 16 Cadlculo de volumenes

Nota 16.2 Antes de abordar el método de los casquetes cilindricos, se ve el siguiente
resultado previo.

Lema 16.1 FEl volumen, V,., de un casquete cilindrico de altura h, de radio interior
r1 y de radio exterior es ro, viene dado por

‘/00227T<

r1+ 7o

> (rg —m1)h

Demostracion:

Restando al volumen V, del cilindro exterior el vo-
lumen V; del cilindro interior, se tiene que:

Ve = Va=Wi
= 7ryh — wri2h
= 7w(ro+r1)(ra —r1)h

= 27 (7’1—57’2) (Tg—Tl)h

Casquete cilindrico

Nota 16.3 Designado r = % y Ar = ry — rq1, se puede escribir V. = 2arhAr.

Esta expresion, es mas facil de recordar, si se piensa en el casquete esférico abriéndose
para formar una caja rectangular (paralelepipedo) de grosor Ar.

A

-

Casquete cilindrico equivalente a una caja rectangular

Teorema 16.1 (Método de los casquetes cilindricos) El volumen, V', del sdlido
de revolucion S generado al girar en torno al eje Y, la region R delimitada por la
grafica de la funcion y = f(x) no negativa y continua, las rectas x = a, © = b y el
eje X, viene dado por

V:27r/b:cf(:c)d1' (16.1)
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Demostracién:
Supongamos que el grafico de R y el correspondiente sélido de revolucion S, al girar
R, en torno al eje Y son:

¥

Grafico de R Grdfico del solido S
Siguiendo el mismo procedimiento de la demostracién del Teorema 14.1, se divide
el intervalo [a,b] en n subintervalos de igual longitud Az = I’_T“ Se elige en cada

subintervalo el punto del medio z;. Cada rectangulo de base Az y altura f(z;) se gira
en torno al eje Y, formando cada uno de ellos un casquete cilindrico. El volumen del
i-ésimo casquete cilindrico, luego del lema precedente, es V; = 2mx; f (x;) Az, luego

vol(S) =V, = Z Vi= Z 2mx, f (x;) Az
i=1 i=1

Vi:

Viu: casquetes esféricos al girar todos los rectdngulos torno al eje Y (n=11)

Por lo tanto,
n

n b
vol(S) = nh_g)lo Vo = nh_g)lo Vi = nh_)r{)loz 2mw, f () Ax = 27r/ zf(x)der m
i=1 i=1 a

Nota 16.4
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1) Una manera de recordar mejor el resultado (16.1) es:

b
V= 27r/ fiz'st. de x; al eje de rotacio’@-gltum del rectangulo i-esimo dx

z 1(x)

2) Luego, si se hace girar la region R en torno a la recta verticar x = k (que se
encuentra, por ejemplo, a la derecha de b), el volumen es

V= 27r/ (h — 2)f(2) da (16.2)

3) En caso que la rotacion sea en torno al eje Y, la formula del volumen del sdlido
de revolucion obtenido, por el método de los casquetes cilindricos, es

V= 2%/ y9(y) dy (16.3)

@\ Ejemplo 16.1 Calcular el volumen del solido de revolucion S que se genera al hacer
girar alrededor del eje Y la region R comprendida, en el primer cuadrante, entre los
grificos de y = f(x) = —a® + 42* — 3x + 1 y la vertical z = 3.

Solucion:

Grdfico de la region R Grdfico del sdlido S
Luego,

3
vol(S) = 27T/ v(—2* +42® — 3z + 1)dw = 99% ~ 62.2 (u.delong.)?
0
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& Ejemplo 16.2 Hallar el volumen del solido de revolucion S que se genera al girar,
alrededor del eje Y, la region R acotada por los grificos de y = f(x) = —x? +4x — 3,

y = g(z) = 2% — 622 + 122 — 5 y por las rectas verticales x = 1 y v = 3.
Solucién:

h ll gf-\‘]l;\‘l - 6x +12x- 5

\ ,
: |

i

_rr T
el

i

x =N i B
] 3 -_.' — Illl _-\_‘E )
7\ ~ bt iici vty
: 2 [V L x
Fix)=-x +4x-3
Grdafico de la region R Grdafico del solido S
Ahora bien, el volumen pedido viene dado por:
3
vol(S) = 27r/ z(g(x) — f(x))dz
1
3
292
= 27r/ (z* — 52° + 82° — 22)dr = 1—; ~ 61.16 (u.delong.)’
1

Ejemplo 16.3 Calcular el volumen del solido S que se genera al girar alrededor de
la recta vertical x = 1, la region R delimitada por el eje X, las rectas x = 2, x = 3,

y el grdfico dey = f(x) =2 — /2% — 2x.

Solucién:
¥ I i
y=2-afx*- 2x
T T _'_
=1 x =3 y=3 ] 3
Grdfico de la region R Grdfico del sdlido S
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En la situacion planteada el radio medio de un casquete cilindrico genérico, que tiene
como altura f(x), es z— 1y no x como en los casos anteriores, puesto que el casquete
cilindrico tiene como eje de rotacion la recta vertical x = 1. Luego, el volumen del
solido S es:

vol(S) = 2w /3(x —1)(2 — V22 — 2z)dz = (6 — 2v/3)7 ~ 7.967 (u.delong.)?

Ejercicio 16.1 Presentar la formulas de los volumenes de los solidos de revolucién
obtenidos con el método de esta sesion, al girar la region en torno a la recta indicada:

¥ ¥
N ¥=15
: }"%g(ﬂ‘
i .
a E a b
x=k
x=n
(a) (b)
= Ty
y=pP
o )
x=h(x) 4 x=h(x)
x=h(y) x=h{y)
A% At
X X
y=m
(c) (d)

Ejercicio 16.2 Calcular, de ser posible, usando el método de los casquetes cilindricos,
los volumenes de los solidos de revolucion, considerados en las actividades de autoe-
valuacion de la sesion precedente.

Soluciones:*

* Un aporte de Mauricio Echeverria Candia (2012-2)
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1) Vi =27

1 1
(9)(y) dy = 2m 9) Vy = 21 / (@)1 — 2)dz = +n

1 1
HVs=2n [ @-m)1-a)dy= o 4)v4=27r/ (v +1)(y) dy = 2
5) Vs =2m

7) Vi =2m
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1 1 0 4 . 15
9 Vo=2r | (1)1~ i)y = 10) Vi = 27r/0 (@)@ da = o
11) Viy = 27r/01 (2 — 2)(22) da = %ﬂ' 12) Vig = 27?/01 (y+ 1)(1 = \/§) do = %r

ﬂ 16.2 Autoevaluacion

Usar el método de los casquetes esféricos para calcular el volumen de los solidos
generados al girar en torno al eje Y cada una de las siguientes regiones del plano:

1) Ry: Region en el primer cuadrante acotada por el grdfico de y = xsinz y la
recta r = T.

2) Ry: Region en el primer cuadrante acotada por los grificos de y = €®, y = e™*

y la recta x = 1.

3) Rs: Region en el primer cuadrante acotada por los grdficos de y =
las rectas t =0 y x = 1.

s Y
Soluciones.(1) 36.88(u.delong.)® (2) 4.623(u.delong.)® (3) 0.74(u. delong.)?

11 16.3 Desafio

Calcular el volumen del solido generado al girar la region de la circunferencia

(= a)’ +y* =17

con 0 < a < b, en torno al eje Y. Dicho sélido recibe el nombre de toro.

Toro
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