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Integral indefinida

Temas Capacidades
V' Antiderivada de una funcién. > Coneecer y comprender el concepto
de, autiderivada (primitiva) de una

v' Definicién de integral indefinida. .9
funcion.
&> . Gonocer y comprender el concepto y
notaciones asociadas de integral in-
definida de una funcién.

> Comprender la operacién de in-
tegracion como inversa de la
derivacién.

1.1 Introduccion

Un tema fundamental del Calculo diferencial es calcular la derivada de una funcién,
que se constituye en una poderosa herramienta para resolver muchos problemas.

Sin embargo, hay muchas situaciones que requieren la o-
peraciéon inversa de la derivacién para resolverlos. Encon-
trar una funcion, conocida su derivada, es un problema
fundamental del Calculo integral, desarrollado en el siglo
XVII por Newton, Leibniz y Barrow, entre otros. La op-
eraciéon que se realiza se denomina integracion, inversa
de la derivacién, y permite encontrar la integral de una
funcién. En esta sesion se revisaran los conceptos basicos
relacionados con la integral.

Isaac Newton
Inglés (1643-1727)
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Problema del Calculo diferencial: Dada una funcién F(x), calcular F'(x).

Problema del Célculo integral: Dada una funcién f(x), encontrar una funcién

F(x) tal que F'(z) = f(x).

d
& Ejemplo 1.1. Determinar una funcion F(x) tal que d—F(m) = 2.
T

Solucion:

La funcién F(x) = 2% cumple la condicién, ya que d—x2 = 2.
x
Otras funciones que también cumplen la condicién son:
G(z) = 2? + 5, H(z)=2?-1 T(z) =12*-3, etc.

En general, toda funcién de la forma S(z) = 2% + C, donde C es cualquier nimero
real, satisface la condicién ya que S'(x) = 2.

Nota 1.1. Cada funcién F(z) tal que F'(z) < 2x, se dice que es una antiderivada o
una primitiva de f(x) = 2z.

& 1.2 Definicion de antiderivada

Una funcién F(z) es una antiderivada o una primitiva de f(z) en un
intervalo abierto I, cuando:

F!(z)= f(z) para todo z € I

@\ Ejemplo 1.2. Encontrar una antiderivada de cada funcion:
a)  f(z) =322 b) g¢g(x)=cosx ¢) h(z)=3z*+cosx
Solucién:
a) Una antiderivada de f(z) = 3z% es F(z) = 2%, ya que %x?’ = 322,

7
Otras antiderivadas de f(z) = 3z? son: Fy(x) = 23+5, Fy(z)=23— g ete

d
b) Una antiderivada de g(x) = cosx es G(z) = sinx, ya que . sinx = cos .
T

c¢) Una antiderivada de h(x) = 32 + cosz es H(z) = 23 + sinz.

X Ejercicio 1.1. Hallar dos antiderivadas de cada funcion:
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a) f(z)=-3 b) f(z) = sin(2x) c) f(z) = 2% sinz

Nota 1.2. En los ejemplos se ha visto que la funciéon antiderivada de una funcién
f(x) no es tnica. Esto se debe a que la derivada de una constante es cero, propiedad
que expresa el siguiente teorema.

Teorema 1.1.

Si F'(x) es una antiderivada de f(x) en un intervalo abierto I, entonces
F(x)+C
también es una antiderivada de f(z), donde C' es un nimero real cualquiera.

Nota 1.3. Una pregunta natural es si hay antiderivadas de otra forma. El siguiente
teorema describe a todas las antiderivadas de una funcién.

Teorema 1.2.

Sea f(x) una funcién. Si F(z) y G(x)son antidrivadas de f(z) en un intervalo I,
entonces

donde C es una constante real.

Demostracién:
Se define la funcién¢H por: H(z) =G(z)— F(z
Luego: H' G'(x) — F'(z)

= f(z) — f(z)
0

Luego: H'(z) =0, para todo = € I, es decir, H(z) = C, donde C' es constante.
Por lo tanto G(x) = F(z) + C, donde C' es constante.

Nota 1.4. Si F(x) es una antiderivada de f(x), entonces la antiderivada mds general
de f(x), es F(z)+ C.

1.3 Definicién de Integral indefinida

Dada una funcién f(z).

La integral indefinida de f(x) es la funcion que representa a todas
las antiderivadas de f(x), y se denota:

/ f(@) da
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Nota 1.5. Si F(z

~—

es una antiderivada de f(z), entonces:

f(z)dz = F(z) + C, C constante arbitraria

—

donde: / simbolo de la Integral
x variable de integracion
f(z) : funcion integrando
F(x) una primitiva de f(x)
C constante de Integracion

dx  : diferencial que especifica la variable de integracion

Nota 1.6. La operacién que permite encontrar la integral indefinida de una funcion
se denomina Integracion.

Nota 1.7. Para determinar / f(z) dz, se encuentra una antiderivada de f(x) y luego

se le suma la constante de integracion, C.

& Ejemplo 1.3. Calcular las siguientes intégralesyindefinidas:

a) /3:102 dx b) /cosxda: c) /(3:1:2 + cosx) dx

Solucién:
En el ejemplo 1.2 se obtuvo una antiderivada de cada funcién. Luego:

a) /3x2dx2x3+0
b) /cosxdmzsinx+0
c) /(3x2—|—cosx)dx:x3+sinx+0

& Ejemplo 1.4. Calcular las siguientes integrales:

a) /332 dx b) /y2 dy c) /u2 du d) /u2 dx

Solucion:

1
a) e Una antiderivada de f(z) = 2? es la funcién F(z) = gx?’

1
e Luego: /x2 dr = gxg +C
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1 1
b) /yde:§y3—|—C c) /u2du:§u3+0 d) /qux:u%—kC
C d :
Ejercicio 1.2. a) Calcular d—(x e’). b) Determinar /2 e(z+1)dx.
x

Nota 1.8. De la definiciéon de integral indefinida se deduce:

/f(x) dx
2
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Propiedades.

a) La derivacion y la integracion son operaciones inversas.

(i) /%Sc)dx = P+ C (ii) di; (/ (@) dx) = f(2)

Este hecho permite calcular ciertas integrales de manera rapida, utilizando
féormulas bésicas de derivacion.

b) Diferencial e integral indefinida.

a) / d(F(z))dz = F(z) + C b) d ( / (@) dx) = f(x)dx

c) La integral indefinida / f(z) dx es la solucién general de la ecuacién diferencial
d
d_y = f(x), o de la ecuacién equivalente dy = f(z)dx
x
x Ejercicio 1.3. Determinar:

a) /(eﬁ)’dx b) d% (/\/taTxdx) c) % (% (/281H(5l’) dw))
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1.4 Significado geométrico

Geométricamente la integral indefinida resuelve el problema de encontrar una curva de
la cual se conoce su derivada f(x). Dicha curva no es unica. La integral indefinida de
f(z) entrega todas las funciones cuya derivada es f(z), donde [ f(z)dz = F(z)+C,
siendo F'(z) una antiderivada de f(x).

Si G(z) = F(z) + C es cualquier otra antiderivada de f(z) en un intervalo I, para
algun valor de C', su gréfica es una curva paralela al grafico de y = F'(x) (trasladada
verticalmente).

Esto significa que, para cada valor de x en I, la pendiente de la recta tangente a la
grafica de F(x) en el punto de abscisa = es f(z), y la pendiente de la recta tangente
a la gréfica de G(x) en el punto de abscisa x también es f(x).

Ejemplo 1.5. La figura muestra grdficas de antiderivadas, de la funcion f(x) = 2x.
Estas son de la forma y = 2* + C, ya que x* es, ung antiderivada de f(x) = 2.
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Rectas tangentes a y = F(x) = 2> + C en x = 0. Todas tienen pendiente 0 = f(0).
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Rectas tangentes a y = F(z) = 22 + C en z = 0.5. Todas tienen pendiente 1 = f(0.5).

X Ejercicio 1.4. Graficar tres antiderivadas de la funcién f(x) = 3.

ﬁl 1.5 Autoevaluacion

1) Determinar la veracidad (V) o la falsedad (F')"de cada enunciado:
a) F(z) = (z+1)?y G(z) = £* +2x sow antiderivadas de una misma funcién.

b) /tsentdt:sent—tcost+0

c) /u+5du:(u+5)lnx+0

i

2) Hallar tres antiderivadas de f(z) = 423 + 1.

3) Calcular / (ix26x> dx
dx

-1
4) Determinar la funcién f(x) tal que /2 f(z)dr =1n ° 1 +C.
x
Respuestas:
1)V, V, F.

2) Una antiderivada es z* + z.
3) x%e® + C.

1
x?2—1

4) flx) =
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11 1.6 Desafio

La figura presenta las gréficas de cinco antiderivadas de una funcién f(x).
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1) Determinar f(x). ;Es tnica esta funcién?.

A\
\

\»—\ TR J

)

-

2) Determinar una antiderivada de f(x) que pasepor el punto (1,3).
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