Sesion

Método de cambio de variable

Temas Capacidades
v Método de sustitucién o cambio de > Conocer-y comprender el método de
variable. gambio de variable.

>sCalcular integrales indefinidas que se
pueden obtener aplicando el método
de cambio de variable.

3.1 Introduccion

Como se observé anteriormiente, para la integracion hay diversos métodos que sirven
para ciertas clases de funciones.

Uno de ellos es el uso de férmulas, para cal-
cular integrales inmediatas, trabajado en la
K 2’ \/m dx sesion anterior. Otros métodos que serdn trata-
dos en nuestro curso son: sustitucién o cam-
bio de variable, integraciéon por partes, inte-
6= _;1;2 + & ., . . .
gracién por fracciones parciales y algunas inte-
grales trigonométricas.
KW* B)y/udu Todos los métodos de integracion tienen por

finalidad transformar una integral no inmedia-
ta, en otra cuyo calculo resulte mas sencillo.

En esta sesién se revisard el método de sustitucion o de cambio de variable.
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3.2 Ejemplo ilustrativo
El método se ilustrard con el calculo de la siguiente integral:
/3:62(:63 + 1)% dx
Notar que, esta integral no se puede obtener usando las formulas bésicas de inte-

gracion.

Solucion.

e Sustituir: w=a2%+1
y calcular du:

d
u:x3+1:>d—u:3x2:>du:3:v2d:v
0

e Aplicar la sustitucién para obtener una integral en la variable u:

/33!:2@34—1)%alac:/(x?’—l—l)i13 3:1;2(1lar;:/ué du

du

e Integrar con respecto a u:

) 3us
/u3du: Z3 +C

e Reemplazar u por la expresién z3 + 1 (deshacer el cambio de variable):

3 2
/3x2(333+1)§dx = wjtc

Nota 3.1. Para comprobar el resultado precedente, ;qué se deberia hacer?.

Nota 3.2. El método de sustitucién o cambio de variable, consiste en transformar
una integral en otra mas sencilla mediante un cambio de la variable independiente.

Nota 3.3. El método de sustitucién se usa para ciertas clases de funciones. En
general, se usa para calcular integrales de la forma:

/ flo()) o' (x) da

y que se extiende a otros casos.
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3.3 Justificacion del método

El método de sustituciéon se basa en la regla de derivacién de una funcién compuesta
o regla de la cadena.

Teorema 3.1. Si F' es una antiderivada de f(x) entonces:

/ F(o(@)) ¢'(x) dw = F(g()) + C

Demostraciéon
Por la regla de la cadena:

Como F' es una antiderivada de f:

LPo) = o) o)
Luego :
d(F(g(x))) A\S(g(&)) g () dx
Integrando :
[arGah = [ o) g @
se obtiene :

E(gle)) +C = / f(9(2)) ¢ (@) da

Por lo tanto:

/ fo() (@) de = Flga)+C (%)

Nota 3.4. En la préctica, para calcular la integral indefinida de una funcién en la
variable x (o la variable de integracién que sea) se acostumbra realizar el cambio de
variable usando la sustitucion:

u=g(z), dedonde du=¢(x)dx

Luego, reescribiendo la relacién (*) se obtiene:
[ Hong@ s = [ )y de=Fw+c

En particular:
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a) /cos(g(a:)) g (x)dx = /cosu du =sinu+ C |=sin(g(x)) + C

U du
1 T
b) g@)de=| | —du=In|u|+ C |=1In|g(z)| +C
9(x) —~— u
‘\/’( : du
u=g(x

Nota 3.5. La aplicacion del método de sustitucion para calcular la integral de una
funcién en x, que se deja resolver con esta técnica, considera los siguientes pasos:

(1) Definir una nueva variable u = g(x), donde g(x) se elige convenientemente.

(2) Calcular du
u=g(x) = du=g(z)dz

y luego transformar la integral en x en una integral en la variable w.
(3) Integrar la funcién en u obtenida en el paso anterior.

(4) Reescribir el resultado obtenido en términos de x, reemplazando u por g(x).

@\ Ejemplo 3.1. Calcular/4x\/x2 — 2dx

Solucion:

[Sea w=a?—2, entonces “du = 2z dz].

Luego:
/43:\/:{;2 —2dr = /2\/352 — 22 dr = /Qﬁdu
432
= C
3 +

Reemplazando u = 22 — 2 se obtiene:

2 9\3/2
/2:6\/9(;2—2dx:4(xT2)+C

x Ejercicio 3.1. Calcular/ 422 5 d.

1
@\ Ejemplo 3.2. Calcular/ﬂdx.

T
Solucioén:

1
Sea: u =Inz, entonces: du= — da:]
x
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Luego:
2

ln—xdx —/udu—u—+C
x 2

~ (Inz)?
= +C

& Ejemplo 3.3. Determinar /Sinx cosx dx.

Solucioén:
[Sea: w =sinz, entonces: du = coszdx]

Luego:
u2
/sinx cos x dx :/udu:?—i-C’

.2
sin”
= ¢
5 +

Nota 3.6. La integral precedente también fse deja calcular usando el cambio de
variable u = cos x.

Nota 3.7. Usando la identidad trigonométrica sin(2x) = 2sinx cos x, se obtiene que

[sinz coszdr = [ % dx. Realizar el calculo de la integral usando esta forma
equivalente y comprobar qué se llega al mismo resultado.

& Ejemplo 3.4. Oalcular/smﬁdx

NG

Solucién:
1
{Sea: u=+/r “entonces: du=— da:}

2V

/Slr\l/}{idx :/sinu 2du = 2(—cosu) +C

Luego:

= —2cos\/x +C
x Ejercicio 3.2. Calcular cada integral indefinida, considerando la sustitucion sug-
erida: ) L2
o 1
a) /COSE dr, u=e>" b) /(—l——nx)d% u=1+Inz
e T
622 + 2 e2/® 2
¢ —dr, u=23+ax—1 d / de, u=——
N AN | U .
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Nota 3.8. Una sustitucién adecuada es fundamental para simplificar la integral, y
en algunos casos, ademas se requiere despejar x en términos de u.

T
Zg Ejemplo 3.5. Calcular | ———dx
Jemp /\/3:1:—|—1

Solucioén:
Sea: u=3r+1 entonces: du = 3dzx
! 1 ! d
U — u
luego:
u—1
T “—du 1
dr = [ -3~ — 1/2 -1/2y 4
[ =t =R =g fe -
1 3/2 1/2
— (Y +C
9\ 3/2 1/2
2 1 3/2
:g((3x+3) i +1)1/2)+C
2+ 1

x Ejercicio 3.3. Calcular dx.

VI +2

Nota 3.9. Para calcular ciertas integrales que contienen un trinomio cuadratico se
puede usar el método de sustitueion, completando previamente el cuadrado de un
binomio, como se vera en los siguientes ejemplos.

. 1
& Ejemplo 3.6. CGZCUZGT/mdﬁ.

Solucion:

e Completando cuadrado: 2%+ 2z +3 = (z 4+ 1)* + 2.
1 1
[t [
2+ 2x+3 (x+1)2+2

[Sea: u=x+1 entonces: du = dz|

e Luego:

e Sustituyendo:

e Luego:

1 1 1 r+1
—dﬂfz —du:—arctan——l—C
/(x+1)2+2 /u2+2 V2 V2
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2¢ + 1

Vixr — 3 — 3:2
Solucion:

Reemplazando u = 4z —3—x? se obtiene du = (4—2x)dx. Luego, con esta sustitucién
la integral dada no se transforma en una integral inmediata. Se tratara primero
algebraicamente.

20 +1 20 —4+5
—dr = | ————dx
dr — 3 — a2 \/4x— —x2
dr +
\/4117— —x2 /\/4x— —xQ

M @)

e La integral (1) se puede calcular usando la sustitucién v = 4x —3 — 2?2, de donde
du = (4 — 2x)dx, obteniendo:

20 — 4

To—5—" \/— du=—2yu+ Cy=—2V4z — 3 — 22+ C,

e Para calcular la integral (2), se completa chadrado: 4z —3—2%=1— (v —2)%
Luego:

/ﬁdw:/ﬂ_%zy‘“

Sustituyendo: u =z — 2, ydu = dx, se obtiene:

dr =5 du + Cy = barcsin(z — 2) + Cy

s =

o Luego:

2 1
st r = —2V4xr — 3 — 2?2 + Sarcsin(z — 2) + C

4 — 3 —:c2

X Ejercicio 3.4. Probar, usando el método de sustitucion que:

1
/ 1 ffl dr = EarctanxQ +C

Sugerencia: sustituir u = x2.

x Ejercicio 3.5. Calcular las siguientes integrales indefinidas:
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a) /xQ\/:E+1dx
d) /2x3\/aj2+5 dx

b)/c
e)/

os® z sinx dz
1
d
Jr+1 .

ﬂ 3.4 Autoevaluacion

Calcular las siguientes integrales indefinidas:

1) /(1 + sint)® cost dt

eVt
4) / el
Respuestas:
0 (1+ th)4 N
4) g eVt C

11 3.5 Desafio

Hallar todas la funciones f(z)talque f'(x) =

3
3

2) /:U2—|— T
¢ +1

X

5) /\/ﬁd

132
2) ?+ln($2+1)+0

5) arcsin(z+ 1y + C

e?nw -1

e2nz + 1’

Prof. C. del Pino O.

1+1
C)/ﬂdz

(x Inx)?

d
T +\/z v

3) /1+ (Inz)? i

x
6) /e”ex dx
1 3
3) (Inz) +Inzx+C
6) e +C

para n # 0.
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