Sesion

Método de integracién por partes

Temas

v" Método de integracion por partes.

Capacidades

> Conocer y comprender el método de
integracion por partes.

> Calcular integrales indefinidas que se
pueden obtener aplicando el método
de integracién por partes.

4.1 Introduccién

El formulario de integracién no presenta férmulas para la integral de un producto de
funciones. En estricto, no hay un método sistematico para la integral de un producto.
En algunos casos se puede usar uno o méas métodos, en otros, puede que no exista

respuesta.
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En esta sesién se estudiard el método de in-
tegracion por partes.

Este método de integracion, uno de los mas
importantes, se deduce de la derivada de un
producto de funciones, y permite calcular in-
tegrales de ciertas funciones que se pueden
descomponer en producto de dos funciones.
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4.2 Descripcion del método

Para aplicar este método, la funcion integrando se debe descomponer en un producto
de dos funciones.

A continuacién se describirda el método y se establecera cuando se puede aplicar,
siguiendo el cdlculo de la integral indefinida [ f(z)g(z)dx, donde f(z) y g(x) son
funciones diferenciables.

e La funcién g(x) se puede integrar. Sea G(x) una antiderivada de g(x).

e La férmula de la derivada de un producto establece que:

d

- (f(2) G(@)) = () G'(x) + G(x) f'(2)

Como G'(x) = g(x), se obtiene:

d

T (f(@) G () = [(@) glw) + G(a) f'(2)

e Integrando resulta:

F() Glx) = / f(2) () d + / Gla) f'(x) da

integral a calcular

Luego:
/ F() g(2) dz = f(z) G(z) — / G(a) f'(x) da (+)

e Denotando por:  u = f(z), dv = g(z) dx

derivando integrando

du = f'(z)dz, v = /g(x) dr = G(z)

\( antiderivada de g(z)

se obtiene la siguiente relacién, equivalente a (x):

/udvzu-v—/vdu

relacion conocida con el nombre de formula de integracion por partes.
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Nota 4.1 Para calcular la integral indefinida de una funcién, en x, mediante inte-
gracion por partes, se procede como sigue:

1) Expresar la funcién integrando como producto de dos funciones: f(x) - g(x).

2) Denotar por u a uno de los factores, por ejemplo: u = f(x), y a la expresién
restante g(z)dx por dv, es decir:

u= f(x) dv = g(x) dz
derivar la primera e integrar la segunda, obteniendo:

du = f'(x) dx v=G(x)

una antiderivada de g(l’)

3) Aplicar el método de integracién por partes:

/f(x)g(x)dm:/udv:u~v—/vdu

donde la integral / v du debe resultar mds simple de calcular.

Nota 4.2 Para la eleccion de u o de dv no hay una regla general, sélo la préactica es
la mejor herramienta.

@\ Ejemplo 4.1 Calcular /xex dx usando integracion por partes.

Solucion.

e Antes de aplicar el método de integracién por partes, hay que decidir u y dv.
Las posibilidades para este ejemplo son las siguientes:

/em T dzx /x e®dx /xem 1dz / 1 zetdx
— N~ <~ S = — =

u dv U dv u dv u dv

Realizando intentos se decide la segunda opcion.

e Aplicando el método de integracién por partes:

Sean: u=ux dv = e*dx
derivar i 4 integrar
du = dzx v=e"
se obtiene:
/xezda: =x-e¥ — /egcdx
—

integral inmediata

=z —e*+C
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e Luego: /xewdx:x-ex—e””—i-(j
x Ejercicio 4.1 Calcular cada integral, usando integracion por partes:

a) /3:2 Inzdx, considerar u=Inz, dv=2*dx.
b) /m cos 2x dx, considerar u =x, dv = cos2zdz.

c) /x\/x + 3dz, considerar uw =2, dv=+/x+ 3dx.

Esta integral también se puede calcular usando el método de sustitucion.

Nota 4.3 El siguiente ejemplo muestra una integral, que se calcula usando inte-
gracion por partes, donde el factor integrando presenta un tnico factor.

& Ejemplo 4.2 Calcular/ Inz dz.

Solucién.

e Aplicando integracién por partes:

Sean: u=1Inx dv = dx
1
du = —dx V=2
T
se obtiene:
1
/lnxdx :arlnx—/x-—dx:xlna:—/ldm:arlna:—x—i—C’
T

e Luego: /lnx dr =zlnz —x+C

Nota 4.4 En algunos casos, se debe aplicar mds de una vez el método de integracién
por partes, como se mostrara en el siguiente ejemplo.

& Ejemplo 4.3 Calcular/ 2 e " dx.

Solucion.
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e Aplicando integracién por partes:

Sean: u = z? dv = e %dx
du =2z dx V= —e"

se obtiene:

/ e dr = —x?e™® — /2{17(—6_90) dr = —x%e™™ +

e Aplicando nuevamente integracion por partes, a la integral / 2ve "dx
Sean: u=2x dv = e "dx
du = 2dx v=—e

se obtiene:

/ 2re Pdxr = —2xe " — /2 (—e™®)dx = —2ze -2 "

e Por lo tanto:

/ e dr = —2%e "4 (—2re " —2e) + 0 =—(22+22+2)e* +C

Nota 4.5 Observar que en caso precedente, si la integral propuesta hubiese sido
[ a™e*dx, para algin entero positivo n, se deberfa aplicar sucesivamente n integra-
ciones por parte. Situacién que puede resultar excesivamente tediosa. Para estos casos
es conveniente proceder de la siguiente manera. Primero verificar, usando integracion
por partes, que

/m”exdx =z"e" —n / " et dx (4.1)

llamada formula de reduccion y luego, aplicando sucesivamente esta férmula se obtiene
el valor de la integral original.

@\ Ejemplo 4.4 Calcular/ﬁexdx

Solucién:
/x4exdx = gt — 4/x3e$da¢ Aplicando (4.1) con n=4
= 2%e” —4(x%e” — 3 / r?e”dx) Aplicando (4.1) con n=3
= ale” —dade” + 12/:626%1:6 Aplicando (4.1) con n=2

= g — 423" + 122%¢* — 24 [ ze®dx

= z'e” —4a”e” + 12(2%" — Q/xexdx)
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= 2'e" —date” + 122" — 24(we” — /exda:) Aplicando (4.1) con n=1
= 2%e” —4aPe” + 122%e" — 24xe” + 24 / e“dx
= 2%e” —4ae” + 122%e" — 24we” + 24e” + C

Nota 4.6 En algunos casos al aplicar integracion por partes reiteradamente, aparece
en el segundo miembro una integral que es multiplo de la integral que se desea calcular,
como se presenta en los dos ejemplos siguientes.

@\ Ejemplo 4.5 Calcular/ e’ cosxdr.

Solucion.

e Aplicando integracién por partes:

Sean: U = COSZT dv = e*dx
du = —sinz dx v=¢e"

Se obtiene:
/ e“cosrdr =e*cost — /(—e”C sinx) dx

= excosx—i-/ezsinxdx

e Aplicando nuevamente integracion por partes, a la integral / e’sinx dx

Sean: u =sinz dv = e*dx
du = cosz dx v =e"
se obtiene:
/exsin:cdx = e sinx — /e””cosa:da:
e [Luego:

/e“”cosxdm =e”cosx + (exsinw—/excosa:dx)

Pasando la integral del segundo miembro al primero, se obtiene:

2 / e’ coszdr = €*(cosx + sinx)

e Por lo tanto: )
/ e’ coszdr = 3 e“(cosx +sinz) + C

Instituto de Matemdatica y Fisica 6 Universidad de Talca



Sesion 4 Integracion por partes

é\ Ejemplo 4.6 Calcular/sec3xd:c.

Solucion.

Aplicando integraciéon por partes:

Sean: U = secx dv = sec? x dx
du = secx tanx dx v=tanx

Se obtiene:

/sec?’xda: =secx tana:—/secx tan? x dz

*

=secx tanz — /seca:(sech— 1)dx

=secx tanx—/sechd$+/sec:cdx

*

2/sec3xdx = secx tanx—i—/secxdx:secx tanx + In|secz + tan z|

Luego:
1 1
/Sec3xd:c = g secw tan x + 3 In|secx + tanz| + C

Nota 4.7 El método de integracion por partes se usa también en casos donde la
funcién integrando contiene funciones trigonométricas inversas, como se muestra a
continuacion.

Ejercicio 4.2 Usando integracion por partes, haciendo v = arctanz y dv = xdzx,
2

x
verificar que /x arctan r dr = arctan xr — 5 +C.

x Ejercicio 4.3 Usando el método de integracion por partes, verificar cada integracion:

a) /“ dt = ——— +C

(x +1)2 r+1

b) /ln(x+\/1+x2)da::xln(x—l—\/l—i—a:?)—\/1+a:2+C’

(o) ) 7-((Inx)*> —4lnz
c) /de—%/_ (Inz)* —4lnz +8)+C
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d) /62”” cose”dr = e"sine” + cose” + C
In(Int
e) /@ dt = Int|ln(lnt) — 1| + C

x Ejercicio 4.4 Calcular cada integral:

a) /sin Vv dz b) / eVt dy

Sugerencia: usar sustitucién antes de aplicar integracion por partes.

ﬂ 4.3 Autoevaluacion

Calcular las siguientes integrales indefinidas:

a) / xsin%da: b) / (22 + 2)e " dx ) / In(2z)

5
z(1 1 1/z
d) /w dx e) / ‘ dx f) /62”” cos(3z)dx
x x
Hint (d) Separar en dos integrales.
Respuestas:
a) 4sin%—2xcosg+0 b) (z*+3x+3)e*+C
In(2z) 1 .
c) — 1 _16x4+C d) e'lnz+C
Ve(r -1 1
e) u—I—C’ f) 1—362x(2cos 3z + 3sin 3z) + C
x

11 4.4 Desafio
1) Probar que

/ 222 i T N 1 / dz
—_——dx = —

(22 4 a?)n (n—1(z2+a®>)»! n-1J (22+a?*)!
para n > 2.

21
2) Calcular [ = mdm.
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