Sesion

Método de integracion por
fracciones parciales

Temas Capacidades

v' Fracciones parciales. > Descomponer una fraccién en suma

. . . de fracciones parciales.
v' Método de integracién por fracciones

parciales. B Conocer y comprender el método de
integracion por fracciones parciales.

> Calcular integrales indefinidas que se
pueden obtener por fracciones par-
ciales.

5.1 Introduccion

En esta sesion se tratard un método

\ para calcular integrales de ciertas funciones

a¥ a4 = ionales?, llamado método de integracid

g 5 racionales?, llamado método de integracion

j (= gor 82 por fracciones parciales.
La técnica que se usa es descomponer una
I 1 dT fraccion en fracciones mas simples, llamadas
-1{1+ dx g z e fracciones parciales, esta técnica fue de-
__Q,\:\l sarrollada por el matematico suizo John
3 Bernoulli (1667-1748).

% Una funcién se llama racional si ella es el cuo-
ciente de 2 polinomios con coeficientes reales.
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Como se senald anteriormente, en esta sesién se trabajara con integrales de funciones
racionales. Estas integrales son de la forma:

donde p(x) y q(x) son polinomios con coeficientes reales.
Por ejemplo:

/ 3x—4 i /6x2—8x—|—5d$ / 1 i /$2+3$_4dx
x3+x? -2z a3 =222+ a3 —1 x?—2r —8
Nota 5.1. Algunas integrales de funciones racionales no se pueden calcular con los
métodos tratados anteriormente.

Para calcular integrales de ciertas funciones racionales, se usa el método de las frac-
ciones parciales, que consiste en descomponer previamente la fraccién en suma de

fracciones parciales, y luego calcular la integral de cadassumando aplicando métodos
ya tratados.

5.2 Descomposicion en'suma de fracciones parciales

5.2.1 Fracciones simples
Se llaman fracciones simples, aquellas/que presentan una de las siguientes formas:

A Ar+ B neN

1) —— N 2
(1) (ax + b)™ AN @) (az? +bx +c)»  b* —4dac <0

En particular, son fracciones simples:

7 2 + 1 2 2
2 O arers YWmoyr W

(a)

Nota 5.2. Las integrales de las fracciones simples se pueden determinar usando las
técnicas ya tratadas.

A
P j lo:
or ejemplo /a:c+b

A
clx:gln|am+b|+0

5.2.2 Descomposicion en fracciones parciales

o .y . px)

A continuacién se describird el proceso para descomponer una fraccion ﬁ en suma
q(z

de fracciones parciales.

Caso 1. Cuando grado(p(z)) < grado(g(x)), se procede como sigue:
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e Factorizar el denominador ¢(z) sobre los reales.

Los factores de g(x) pueden ser:

Factores lineales repetidos n veces: (ax +b)", neN
0

Factores cuadraticos repetidos m veces: (ax?® + bz +c¢)™, m € N
donde b? — 4ac < 0

e Por cada factor de ¢(x), de la forma (ax + b)", la descomposicién en frac-
ciones parciales debe incluir la suma de n fracciones simples del tipo (1):

Ay n Ay T An
ar+b  (ax+b)? ~ (ax+b)"

e Por cada factor de g(z), de la forma (ax? + bz + ¢)™, la descomposicién en
fracciones parciales debe incluir la suma de_m fracciones simples del tipo
(2):

AlfL‘ -+ B1 AQJZ + Bg AmZE -+ Bm
+ .+
ax? +bx +c¢  (azx? 4+ bo+ ¢)? (azx? + bx + )™

Caso 2. Cuando grado(p(x)) > grado(q(®)), se procede como sigue:

e Dividir el polinomio p(z) por el polinomio ¢(z), obteniendo un cuociente
c(x) y un resto r(z):

p(z) = q(x) - c(z) + r(z)
donde r(z) =20-6 grado(r(z)) < grado(q(z)). Luego:

r(z)

— =c(x)+ —=

q(z)

e Si r(x) # 0, entonces, se aplica el proceso descrito en el Caso 1, a la

r(z)

fracciéon —=%

q(x)

B\ Ejemplo 5.1. Factores lineales diferentes
r—4
3

Descomponer la fraccion ———————
x? 4+ 2% —2x

en suma de fracciones parciales.

Solucién:

a) Factorizar el denominador: 2+ 2% — 2z = x(x — 1)(z + 2)

Instituto de Matemdatica y Fisica 33 Universidad de Talca



Método de integracion por fracciones parciales
Prof. C. del Pino O.

Sesion 5

Prof. J. Contreras S.

b) Por cada factor lineal se incluye en la suma una fraccién simple:

z—4 A B C

B+ —2r x x—1 x+2
donde A, B y C deben calcularse.

c¢) Determinacién de A, By C:
x—4 Az = 1)(z+2) + Bx(x + 2) + Cx(x — 1)

‘P22 z(x —1)(x+2)

e Luego: z—4=A(x—1)(zr+2)+ Bx(x +2) + Cx(xr — 1)

e Como la igualdad anterior es valida para todo = € R, se sustituye x por
valores particulares, con el propésito de determinar A, By C:

Para z = 0: 0—4=A(-1)(2) + B(0)+¢€(0), de donde A=2

Para x = 1: 1—-4=A(0)+ B(3) #C(0); de donde B =—1

Para x = —2: —2—4=A(0) +B(0)+C(6), de donde C' = —1
x—4 2 1 1

d) Luego: —— = _2__~ A~
) Luego B4+r2—2r x =<1 82

@\ Ejemplo 5.2. Factores lineales repetidos
6z2— 8k A 5

— 5.5 7 ¢n suma de fracciones parciales.
x° =~ 2° +

Descomponer la fracciéon
Solucién:
F: i 1 d inador: a3 — 22 = —1)2
a) Factorizar el denominador: z +r=ax—1)

b) Descomponer la fraccién dada en suma de fracciones simples:

62> —8r+5 A B C
B B s +
=22+ =z x-1 (zx—1)?

¢) Determinacién de A, By C:
62> —8x+5 A(xr—1)?4 Br(x—1)+Cx

I F x(z —1)2

e Luego: 622 —8r+5=A(x—1)*+ Bz(x—1)+Czx

e Parax=0: 5=A(0—-1)*+ B(0)+ C(0), de donde A=5
Para © = 1: 3A(0) + B(0) +C, de donde C' =3
Para z = 2: 13=A2-1)*+B-22-1)+C-2

sustituyendo A =5, C' = 3, se obtiene B =1
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QL 622 — 8z + 5 5+ 1 N 3
uego: ——————— = —
& =224+ x -1 (x—1)2

& Ejemplo 5.3. Factores cuadrdticos

Descomponer la fraccién en suma de fracciones parciales.

3 —
Solucion:

a) Factorizar el denominador: 2® —1 = (z —1)(z*> + 2+ 1)
Notar que 22 + z + 1 no tiene raices reales.
b) Descomponer la fraccién dada en suma de fracciones simples:

r A N Bz +C
-1 -1 224m+1

donde A, B y C deben calcularse.
c¢) Determinacién de A, By C:

1 A@*+z+1)+ (Bx£C)(x —1)

w3 -1 (x — x>+ +1)

e Luego: 1=A(z*+2+H+ (Bx+C)(x—1)

e Parax =l 1=A3)+ (B+C)(0), dedonde A=<
Para x =\0: 1=A(1)+(C)(—1), dedonde C=—2
Para x = 2: 1=A(7)+ 2B+ CO)(1

)
1=1(7)+ (2B —2) (1), obteniendo B = —

W=

11 T +2

d) L : = —
) Luegor ] = 3T 3@ et D)

5.3 Ejemplos de integrales de funciones racionales

-4
@ Ejemplo 5.4. Calcular/x—dx.

3+ 22 — 2%
Solucion:
r—4

Descomponer ——————_—
0+ o — 2w

en suma de fracciones parciales. Del ejemplo 5.1 se tiene:

x—4 2 1 1

w422 —2¢ x -1 x+2
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1
Luego: / dx / dx—/ x—/
x3+x2—2x x—1 x+2

=2In|z|—Injz — 1| —In|z + 2|+ C

2 K:L’Q

—1 _
" |22 + 2 — 2

—|+C =1
x2+x—2‘+ "

622 — 8 5
?ﬁé},\ Ejemplo 5.5. Calcular / % dx.
Solucion:
622> —8x +5

Descomponer
3 =212+

en suma de fracciones parciales. Del ejemplo 5.2 se tiene:

695'2—8317—1—5_5jL 1 N 3
3 —-2224+x x -1 (z—1)2

622 — 8z +5 3
L : d d d d
uego / o 4 1 T / x+/x_1 x+/(x_1) T

= 5Injz[4 In x—1|——1+C’

1
& Ejemplo 5.6. Calcular/ 3 da.
To— 1

Solucion:
A Y 1 T+ 2

3 -1 3@x—1) 3@2+z+1)

1 1 T+ 2
dv = | ———de— [ ——2 4
/I3—1 v /3@-1) v /3(m2+x—|—1) v
1 1 i 1 3
:—1n|m—1|——/—x+2 dw——/—2 dx
3 3 22+x+1 3 22+x+1

1 1., 1 1

Del ejemplo 5.3 se tiene: Luego:

|z —1|1/3 V3 o 22 H1
= 1n — —— arctan
|22 + 2z + 1]1/6 3 V3

+C

21 3r—4
& Ejemplo 5.7. Calcular/ﬂ—xd:v.
x?—2r —8

Solucion:
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e Como grado(numerador)>grado(denominador), se debe dividir primero:

?+3r—4= 1-(2*-2x-8) + (bz+4)

l l
cuociente resto
2 —4 4
de donde: ﬂ -1 5x—+

2922 -8 + 2_92¢ -8

3r — 5) 4
e Luego: /:1:' +2:c dx /1d:x—|—/ :c2—i— dz

5r +4

e Como 2% —2x — 8 = (z + 2)(z — 4), la fraccién g 5 descompone:

2 — 2x —

5r + 4 4 1

$2—2x—8_x—4+x—|—2

2?2 +3x —4 4 1

=y+dIn|z -4 +Injz+ 2|+ C

& Ejemplo 5.8. Aplicacion del método a integrales de otras funciones.
Calcular / el

CoS &
Solucion:
Vsinzx \/SInx cos x Vsinz coszx
[} dr = 2 = Y .. 5 dx
Ccos T COS 1 —sin“zx

e Sustituyendo u? = sinz, se obtiene 2udu = cos z dx. Luego:

vsin x 2u? 2u?
de = du = du
cos x 1 —ut (1 —u?)(1+u?)

descomponiendo en suma fracciones parciales:

l 202 112 1/2]

(1—u2)(1+u?)  w2+1 u—1+u+1

B 1 1/2 1/2
= /u2+1du /u—ld +/u+1du

1
u + ‘—I—C
u—1

\/si \/ 1
Luego: / ST dr = — arctan Vsin —|— — 1 Sinz +
COS & Vsinx — 1
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x Ejercicio 5.1. Verificar cada integracion, usando el método de las fracciones par-
ciales:

x+2 1
1) /x4_x2da::§ln

2) /4x2+6dx:1nK(x2(x2+3))

3+ 3x
9z T+ 2 3
3) /—x3_3x+2dx——2ln x—l‘_x—1+0

2312 — 2 1 , \
4) /2$3+3x2_2xdx:§ln]a: (22 — 1’| +9In|z + 2|+ C

z® 2 8
5) /(x2+4>2d$ ik G R

22+ —2 1. 2241 T
6) /(x4+5$2+4>2d$:61n$2+4—arctanx+arctan§+0

1

ﬂ 5.4 Autoevaluacion

Calcular:

r+1 244 223
2) /x3+x2—6xd$ b) /x2—4x+4d$ ) /(:c2+1)2dx
d) / B e) / Ay ) / _ 4
t4 + 2t3 3 —1 e?r — 3ev
Respuestas:
2In|z+3|  3In(jlz—2[) In|x| 8
- - Aln|r — 2] — —2—
a) 15 + 10 5 +C b) 41n|z — 2| x_2+x+0
t+2[ 2 3 V3 2z + 1
c) 1n(x2+1)+$2 n 1+C’ d) —In ; '+¥—2—1€2+C e) x+? arctan v
In(z? +x+1) In(x—1) e In(e"—-3) =
C f —— ——+C
6 * 3 * ) 3 * 9 9 *

11 5.5 Desafio

Calcular:
dx

/2:1;5—33:3—6:5—3
(23 4 22+ x)?
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