Sesion

Sustitucion trigonométrica

Temas Capacidades
v' Método de sustitucion > Conocer y comprender el método de
trigonométrica. cambio de variable trigonométrico.

> Calcular integrales que se puedan
abordar usando el método de cam-
bio de variable trigonométrico.

8.1 Introduccion

Hemos visto que existen varios métodos de integracién que permiten resolver una gran can-
tidad de integrales.

El método que aprenderemos en esta seccién es principalmente
utilizado para transformar integrales de funciones algebraicas
(eventualmente complejas de abordar de forma directa) en inte-
grales de funciones trigonométricas sencillas. Las sustituciones
vienen sugeridas por las identidades Pitagoricas y debemos pre-
ocuparnos de usar la adecuada en cada situacion.
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Recordemos que, para todo t € R donde las funciones trigonométricas estén bien definidas,
se satisfacen las siguientes igualdades:

e sin®(t) + cos?(t) = 1
o tan?(t) + 1 = sec?(t)

de las cuales se obtienen las igualdades a tener en cuenta en las sustituciones:
1) 1 —cos?(t) = sin®(t) 3) tan®(t) + 1 = sec(t)

2) 1 —sin®(t) = cos?(t) 4) sec?(t) — 1 = tan?(t)

Considere el siguiente ejemplo como la idea general del método.

S\ Ejemplo 8.1 Calcular la integral: /\/1 —x?dx

Solucion: Para escoger el cambio trigonométrico adecuado es importante notar cudl de las
cuatro igualdades anteriores (fijese sélo en la parte izquierda de la igualdad) tiene la forma
de la expresién “1—2% 7. Acd podemos notar inmediatamente que las identidades 1 y 2 son
las que se adecian exactamente a la expresion anterior. De hecho, sugiere directamente que
la variable x sea cambiada por la expresion cos(t) o sin(t) (cualquiera sirve)

{Por qué hacer este cambio?

pues notemos que si hacemos, por ejemplo, = sin(¢) entonces el integrando nos queda de
la siguiente manera:

V1 —122=1/1—sin®(t) = \/cos?(t) = | cos(t)|

la cual es una expresion mas sencilla si restringimos los valores de t al primer y al cuarto
cuadrante, pues sabemos que cos(t) es positivo en esta parte.

En definitiva, si hacemos el cambio x = sin(t), con —7/2 < t < /2, se tiene que dxr =
cos(t)dt y entonces:

/mdx = /cos(t) -cos(t) dt = /COSQ<t) dt

la cual es una integral que se puede desarrollar usando el cambio del angulo doble

1 1 sin (2t 1
/COSQ(t) dt = 5 /(1 + cos(2t)) dt = 5 (t + #) +C = 5 (t + sin(t) cos(t)) + C
Ahora que calculamos la integral con la ayuda del cambio trigonométrico, es necesario expre-
sar el resultado final en la variable z. Para esto, notemos que, como z = sin(t), es inmediato
que t = arcsin(z) y ademds, con la ayuda de un tridngulo rectdngulo, podemos escribir
cualquier otra funcién trigonométrica en variable ¢, en términos algebraicos de la variable x:
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VI=x2
de lo cual deducimos que cos(t) = v/1 — 22, Asi

/\/1—x2dx— —(arcsin(z) + zvV1 —22) + C

La siguiente tabla resume los cambios trigonométricos sugeridos para cada caso. Supongamos
que a,b € R — {0}, entonces

Expresién | Cambio sugerido Restriccion Identidad a usar
T r = ¢sin(t) —m/2<t<m7/2 1 —sin?(t) = cos?(t)
r = cos(t) 0<t<m 1 — cos?(t) = sin?(t)
V22 +a? | x = §tan(t) —m/2<t<m/2 tan®(t) + 1 = sec?(t)
b2 — a? x = % sec(t) 0<t<7/2 o m<t<3m/2|sec?(t) —1=tan?(t)

En lo que sigue, la restriccion para cada caso debera ser subentendida por el lector.

dx
Ejemplo 8.2 Calcular la integral: _—
™\ Ejemp 9 AT

Solucién: En este caso el cambio sugerido es = 2tan(t), de donde dx = 2sec?(t) dt. Luego

2sec?(t) dt _ 2/ 1sec?(t) dt
tan?(t)/tan?(t) + 1

/:cQ\/a:?i /4tan Atan®(t) +4 8
_1/ sec?(t) dt _l/wzl/cos(t)dt:_csc(t)+O

4 ) tan®(t)sec(t) 4 ) tan?(t) 4 ) sin’(t) 4
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La tltima integral se calculé haciendo el cambio u = sin(t). Para expresar el resultado final
en la variable z, podemos hacer un tridngulo rectdngulo usando la relacién x = 2tan(t), o

equivalentemente, § = tan(t)

xr+4

x Luego, csc(t) = \/xjﬁ
2
De lo cual se obtiene que
d t 244
x B csc()+0:_x—++0

22 +4 4 dx
/ Viaxr? —3

™S\ Ejemplo 8.3 Calcular la integral:

Solucidén: En este caso el cambio sugerido es x = \/75 sec(t), de donde dz = \/75 sec(t) tan(t) dt.

Ademas, notemos que

2
Vdx? —3 =44 (? sec(t)) —-3= \/4 : zseCZ(t) —3 =3 /sec?(t) — 1 = V3tan(t)
Luego, la integral nos queda:

/\/de_/\/_tan ‘/?g ec(t) tan(t) \/_/tan t)dt \/_/Sll’l

2) sec3(t) sec(t)

cuya integral se resuelve usando la identidad del angulo doble:

/ sin?(t) dt = / (1—ch> dt = % (t - @) - %(t — sin(t) cos(t))

De la relacién 2 f = sec(t), o equivalentemente \2/—3 = cos(t), podemos construir un tridngulo
rectangulo:

2 Va2 =3
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obteniendo que sin(t) = —V‘lg‘i_?’. Finalmente, tenemos que

V3

/ /472 — 3 2 arccos <§) 472 — 3
——dx = — +C
a3 V3 212

ﬂ 8.2 Autoevaluacion

Calcular las siguientes integrales:

1) /x3\/9 —22dx dx

3)/ﬁ 5)/\/3+Z—4x2d$

6) /\/1\/:7dx

1 2
2)/v +a 4>/mdx
s
Respuestas:
1) —1(9 - 2)¥2(a? 4 6) 1 C 9 1 (@0 -2VEFIr =2 — guresin (552) ) +C
2) VEZFI+Inle| —n|VaZ F141/+C 5 —15(22+3)V3+ 4z — 427 - Farcsin(} —z) +
C

3) 3 (:c%ﬂ + arctan(az)) +C 6) arcsin(v/z) + /z(1 —2) +C

11 8.3 Desafio

Calcular la siguiente integral:

/\/172 —2x — 2dx
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