i 2.8

Funciones y series de potencias

Temas

Capacidades

v Métodos para determinar series de > Coneeer y aplicar el método de susti-

potencias de nuevas funciones.

tucidon para encontrar series de po-
tencias.

B> CQonocer y aplicar el método alge-
braico para encontrar series de po-
tencias.

> Conocer y aplicar métodos del
célculo (derivadas e integrales) para
encontrar series de potencias.

28.1 Introduccion

i /|-
Colin Maclaurin
Escocés. (1698 - 1746).

En esta sesién se estudian métodos para encontrar
funciones, con sus correspondientes series de poten-
cias que las representan, y sus respectivos intervalos
de convergencia.

Para ello revisamos tres maneras de abordar este
problema:

El primero consiste en partir de una serie de poten-
cias con suma conocida y efectuar una sustitucién
de su variable. El segundo consiste en operar alge-
braicamente con las series de potencias, y el tercero,
consiste en derivar o integrar una funcién con serie
de potencias conocida.
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28.2 Meétodo de sustitucion para encontrar series
de potencias

A continuacién se ilustra, usando la serie geométrica

1
1+x+x2—|—x3+-~—|—x"—|—---:1 para —1l<z<1 (28.1)
-z

que es una serie de potencias con suma conocida, la forma de obtener, usando éste método,
otras funciones con su correspondiente intervalo de convergencia.

e Si se sustituye z por —z en (28.1) se obtiene la siguiente serie de potencias con la
funcién que ella representa.

1
1+«

l—as+2? -4+ (D)2 4 = para —1l<z<l1l (28.2)

e Andlogamente, si se sustituye = por § en (28.1) se obtiene una nueva serie de potencias
con su correspondiente funcién suma

11, 1., ] 2

e De la misma forma, si se reemplaza = por x — 3 en (28.2) se obtiene

1
1—(z=3)+ (-3 %+ (-D"(z—3)"+--- = 5 para 2<z <4

-

Grifico deys = 5 eyo=1—(x —3) + (z = 3)* — (z — 3)?

-2

x Ejercicio 28.1. Encontrar la serie de potencias de la funcién f(x) =
correspondiente intervalo de validez.

21—193, junto a su
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28.3 Método algebraico para encontrar series de

potencias

Dada la similitud entre los conocidos polinomios y las series de potencias, éstos comparten
muchas propiedades. Por ejemplo,

@ Teorema 28.1. Si f(z) = > an(x —a)™ en un intervalo I, g(x) = > by(x —a)™, en un
intervalo J y k € R. Entonces

o kf(x) => kap(x —a)™ en I.

o f(z) £ g(x) =) (anEby)(x—a)", enINJ.

° f(x) . g(x) = agpby + (a0b1 + albo).’L‘ + (agbg + ai1b; + a2b0)$2 +---, enINJ.

Nota 28.1. Un resultado analogo es valido para el cuociente, %, con la tUnica restriccion
que by # 0.

& Ejemplo 28.1. Determinar la serie de potencias de ;TQ

€T

Solucidén:
22 - 22 1
2—x 2 (12
N f)
2 2 922
Vs TR
L2920 93
“+oo "
- Z 2n71
n=2

Como la serie usada converge para |3| < 1, se tiene que la igualdad obtenida en vélida para

lz| < 2.
& Ejemplo 28.2. Determinar la serie de potencias de ﬁ
Solucién:
1 B 1 1
(14+z)2  1+4+z 1+z
= -2+ -2+ ) Q-o+a®—2*+-..)
= 1-2z+322—423+---
“+oo
= D (-)*(n+1)2"
n=0
Igualdad vélida en el intervalo | — 1,1[.

‘x Ejercicio 28.2. Determinar la serie de potencias de %fcz
X
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28.4 Meétodos del calculo para encontrar series de
potencias

En lo que sigue, se inicia el camino para establecer un método que permite facilitar la
busqueda de series de potencias con su correspondiente suma.

Lema 28.1. Si :j’) anx™ es una serie de potencia con radio de convergencia R > 0,

entonces Zig na,x" 1 también tiene radio de convergencia R.

Demostracién:
Sea x €] — R, R[. Entonces |z| < R. Sea x; tal que |z| < |z1] < R.

Como ) anz] es convergente. (A)
se tiene que lim a,z1 = 0. Luego, existe un M > 0, tal que para todo n € N: |a,z]| < M.
anl lanx?| | = n-t

Ahora bien, |na,z" "t = |na, - szl = Ll

xy lz1| |1
Por lo tanto: |na,z" | < n—: | — (B)

21| |21
n—1

Ahora, aplicando el criterio del cuociente se obtiene que le :{g n xil es convergente
(absolutamente). (C)
Por lo tanto, la serie > na,z" ! también converge (absolutamente). (D)
Como z es un numero arbitrario del intervalo | — R, R[, se tiene que si el intervalo de

convergencia de Y na,z" ! es R/, efitonces R’ > R.

Para finalizar esta demostracién se, debe comprobar que R’ no puede se mayor que R.
Supongamos que R’ > R4y sea xawun numero real tal que R < |za| < R'.

Luego, 3 a,x} es divergente.y 3 na,zh ' absolutamente convergente. (E)
Ademés, Y na,xh es convergente. (F)

Ahora, si n es cualquier niimero entero positivo, se tiene

|anay| < nlapzl| = ||lnanay ™
Por lo tanto, ) a,z} es convergente. (G)
Hecho que claramente contradice (E).
Por lo tanto, el supuesto R’ > R es falso. Luego, R’ = R. [ ]

X Ejercicio 28.3. Justificar, cada uno de los pasos etiquetados con las letras (A), (B), (D),

N

(E), (F)y (G); en la demostracion precedente.

Teorema 28.2. Si oo an(x — a)", tiene radio de convergencia positivo, y Si

n=0
+oo
f(z) = Z an(r —a)" =ag+ a1(x — a) + az(x — a)2 +ag(x — a)3 e
n=0
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en el intervalo de convergencia S, entonces en el interior de este intervalo, [ es continua,
derivable e integrable. Ademds, la derivada y la pm’mz’tiva de f en S vienen dadas por:

1) f'(z) = a1 + 2as(x — a) + 3az(z — a)? Znanmfa -1
—a)? _ 3 +oo
/ f x_a)+a1(33 2a) +a2($ 3a) ”_:7;)7&(‘%_&)71+1

Nota 28.2. Las series de potencias e (1) y (2) del teorema precedente, pueden ser conver-
gentes en los extremos del intervalo S.

Nota 28.3. Observar que las relaciones (1) y (2) del teorema precedente, establecen que:

4 +ZOO an(z —a)" | = +ZO° a (an(x —a)")
dx dx

[ (§;°< )dt *ff/ b oy de

Nota 28.4. Aplicando (1) reiteradamente, se obtiene,la relacién

dk +oo +o00
Ik (Z an(ac — a,)”) — Z n(n — 1)(n — 2) . (TL —k+ 1)an($ _ a)n—k

n=0 n=0

Ademads como f es continua,

+o0 oo
$llrr$10 (Z an(r — a) ) Z $1Lr20 [an(z —a)"] = Z an(ro —a)", con xy € S.
n=0 n=0
& Ejemplo 28.3. Verificar que
1 A S=]-1,1
l4a)=a— 42 2 =] - 1,1].
n(l+z)==x 5 + 3 1 + en | —1,1]

Solucién: Comop%x:1—x+x2—x3+-~+(—1)”x”+-~ en]—1,1].

Integrando:

2 2 2t

El Teorema (28.2) garantiza la igualdad (28.3) en | — 1, 1[. Por lo tanto, se debe estudiar la
validez en los extremos:

En z = —1, la igualdad (28.3) no es valida, pues la funcién In(1 4+ z) no esté definida en
este punto.

En x = 1, la serie es la serie armonica, que por el criterio de Leibniz es convergente.

Por lo tanto,

2?2 23 2t

In(1 =r———4+—=————4+... —1,1].
n(l+az)=e—5+Z -+, en]-1L1]
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-

v

M)
w

- 4
Grifico deyy =In(l14+z) eyp =0 — 45 + % — 24

& Ejemplo 28.4. Calcular la suma de la serie (de constantes) armdnica alternada:

™=

X
™=

1 1 n 1 1 +
2 3 4N W
Solucién: En el ejemplo (28.3) se obtuvo que
2 3 4
T T T
In(1 =zg— {4+ — = —1,1].
n(l+z)==x 2+3 1T ,en | —1,1]
Sustituyendo en esta serie z = 1, donde 1 es tn punto de su intervalo de convergencia, se
tiene: ] 11
In2)=1t—=-+-—=+...
G st "

Ejemplo 28.5. Usando el‘resultado precedente, calcular aproximadamente In(2). Indicar
el error cometido.

Solucién: Usando la serie alternada obtenida de In(2), sabemos que el error de su suma al
calcular s,, viene dado por a, 1 = n%rl Por razones précticas, se aproxima el valor buscado
considerando n = 10. Luego,

1 1 1 1
m(2) A1 —=+=— 4. . —— =0.6456349206
n(2) R 10

y el error es menor que 1—11 ~ 0.09090.

Ejercicio 28.4. Usando el resultado del ejemplo (28.3), encontrar un valor aproximado de

In(3).

Itz

Ejemplo 28.6. Encontrar la serie de potencias, centrada en 0 de f(x) = Iny/155 y su

respectivo intervalo de convergencia.

Solucién: Es claro que:

fa)= 5 Gji) _ %[ln(l—l—x) —In(1 — )
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Del ejemplo (28.3):

R

In(1 =r— —+ —— —+ ... —1,1]. 28.4
n(l4+z)==x 2—1-3 4+ en | ,1] (28.4)

Para x€]—1,1] sustituyendo x por —z en la serie (28.4):

2 3 4
ln(l—x):—x—%—%—%— en [—1,1]
Luego:
N
ln(1+x)71n(1733):2x+2§+2g+27+... en |—1,1].
In(l1+2) —In(1 —z) 3 25 a7
= — 4 =+ =+... —-1,1].
5 ZL‘+3+5—|—7+ en |—1,1]
1 3 5 7
§[ln(1+$)—ln(1—$)]:x—i—%—i—%—i—%—i—... en |—1,1].

Por lo tanto,

1+ x3 b x’
| = —+ — 4+ —+... —1,1].
e R S eno ] - 1,1

A

Ita - 2?4 2%y 2l
e 2=+ 5 +5+%

Grdfico de y; = In

ﬂ 28.5 Autoevaluacion

1) Encontrar una representacién en series de potencias, centrada en el origen, para
cada una de las siguientes funciones. Indicar, en cada caso, su radio e intervalo de
convergencia.

x? xr — arctanx

a) .fg arctan b) m C)

3
2) Con los resultados precedentes:

. 1 . P
a) Encontrar un valor aproximado de fo 23 arctan zdz, usando los 4 primeros términos
no nulos de la serie de 3 arctan z. Acotar el error cometido.
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b) lim x—argtanx'
x—0 xT
Solucién:
too p2ntd
]_ — n-—-_ = = |—
) Y () g R=1 8 =[]
n=0
+oo
b) Y 2'(n+ 1) R=14, 85 =] -4
n=0
+oo J:Qn
1) JR=1,8=[-1,1]\{0
DI 1,1\ {0}

2) a) 0.1616161616, 0.00856 b) %

11 28.6 Desafio

La fuerza de gravedad sobre un objeto de masa m,%a una’altura h sobre la superficie de la

tierra es
/A mgR?
- (R+h)?
donde R es el radio de la tierra y g es la aceleracién debida a la gravedad.
h

1) Expresar F' como una seri¢\de potencias en .

2) Observar que si se aproxima F mediante el primer término de la serie, se obtiene la
expresion F' ~ mg, que es lo que se emplea normalmente cuando h en mucho menor
que R.

3) Usando R = 6400km, calcular el intervalo de valores de h para el cual la aproximacién
F ~ mg, tiene un error menor al 1%.
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