i 29

Series de Taylor

Temas

v’ Series de Taylor.

v' Series de MacLaurin

Capacidades

> Conocer y determinar series de Tay-
lor de funciones.

> Conocer y determinar series de
Maclaurin de funciones.

29.1 Introduccion

B. Taylor
Inglés. (1685 - 1731).

Como se revisé en la sesion precedente, se
dispone de diferentes métodos para encontrar
la serie de potencias de una funciéon: cambio
de variable, método algebraico y métodos del
calculo. El problema es que todos estos métodos
tienen algo en comun: requieren partir de series
de potencias de funciones previas. Este aspecto,
se transforma en una gran debilidad al momento
de intentar buscar una serie de potencias de una
funcion que no se relaciona con las ya conocidas.
En esta sesion se revisa una manera de deter-
minar la serie de potencias de una funcion, que
solamente hace uso de la funcién involucrada.
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Sesion 29 Series de Taylor

29.2 Un problema inicial

Sea y = f(x) una funcién C* (es decir, f y todas su derivadas existen y son conti-
nuas), supongamos que f viene representada por una serie de potencias del tipo

[e.9]

f(x):a0+a1x+a2x2—0—-'-+an$"+~":Zanxn (291>

n=0

en el intervalo | — R, R].
Aqui surge naturalmente una pregunta: ;qué relacién existe entre la funcion f y los
coeficientes de la serie de potencias que la representa?.

Veamos, sustituyendo x por 0 en (?7?), se tiene que |ag = f(0) |

Ahora, derivando ambos lados de (?7?) se tiene:

f'(x) = a; + 2a9w + 3azx* + -+ naa" Tt + - = Znamv"’l (29.2)
n=0
de donde |a; = f'(0)|.
Ahora, derivando ambos lados de (?7) se tiene:
f'(z) =2ay +2-3azx + - +n(n — Va,a" 2+ = Z n(n —1)a,a" 2  (29.3)
n=0

de donde |as = @ )

Ahora, derivando ambos lados de (?7?) se tiene:

f"(@) = 2-3ag+- - +n(n—1)(n—2)a,z"  +--- =Y n(n—1)(n—2)a,a""* (29.4)

de donde |az = £ ’;"go) )

Siguiendo estos calculos se llega a que:

(29.5)

asi, entonces, se ha encontrado una relacion especial entre una funcion y los coefi-
cientes de una serie de potencias que la representa. Observar que se ha usado la
notacién f° = f.
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Sesion 29 Series de Taylor

Nota 29.1 En el caso de considerar una serie de potencias centrada en a, la relacién
(??) se transforma en

f"(a)

n!

Ay —

Q Teorema 29.1 Siy % an(z— a)” tiene radio de convergencia positivo, y si f(x) =
o2 0 an(x —a)", entonces a, = 73.(“), paran =0,1,2,-

Demostracién. Ver problema inicial. [ |

& 29.3 Definicion de serie de Taylor

Si f una funcién C* en un intervalo abierto que contenga al punto x = a.
Entonces, se llama serie de Taylor de f en x = a a la siguiente serie de potencias:

" () (4 00 £(n) (g
f@+F @@+ D @ aps LD gy oY T g

21 n!

En particular, cuando a = 0, la serie de Taylor de f recibe el nombre de Serie de
Maclaurin, es decir, la serie de Maclaurin de f es:

" (n) T £(n)
f(0) + f(0)x + fQ—(!())x2+---+ / n!(O)xn”' => / n!(O)

Ejemplo 29.1 Determinar las serie de Maclaurin de la funcion f(x) = /1 + x.

Solucién: En primer lugar se calculan las derivadas de f:

FO(w) = (14 2)172 FO() =1 (14 2)
fO@) =~ (42 ) = (1)
FO) = Loy O = 222 T gy

Estos resultados nos indican (haciendo un anélisis cuidadoso) que

1-3-5-...-(2n—1)

1 —(2n-3)/2
o (1+2)

f(@) = (=)

Notar que la relacién precedente solamente es valida para n > 1.
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Sesion 29 Series de Taylor

Luego, la serie de Maclaurin de f:

flz) =1+ i (=)™ (2n — )N 2™

2nn!
donde se ha usado la notacién nll =1-3-5-...-(2n —1).

Nota 29.2 Aqui surge una interrogante clave. Si f es C'°, ;bajo que condiciones
su serie de Taylor la representa? y jdonde?”. A continuacién se muestra un ejemplo
especial y luego un teorema que entrega una respuesta a la interrogante.

Ejemplo 29.2 Considerar la funcion:

e iz #£0
f<x)_{ 0 siz=0

1) Hallar su serie de Maclaurin.

2) Comentar.

Solucién: Para calcular f'(0), se usa la definicién de derivada:

f(h) - f(O) T 3_1/h2 L/H;pital

h—0 h h—0 h

0

Luego,

Procediendo de manera aniloga se obtiene que, en general, f(0) = 0. Luego, la
serie de MacLaurin de f(x) es

20 4(n) (g
flx) = Z—f n‘( )x" =0.
n=0 ’

Luego, la serie de Maclaurin de f(z) solo la representa en jz = 0.

Comentario: El hecho que, una funcion tenga su serie de Taylor en un punto, desgra-
ciadamente, no garantiza que ella represente a la funcién en algin intervalo en torno
a dicho punto.

& 29.4 Definicién de féormula de Taylor con resto

Si f existe en cada punto de un intervalo abierto I, que contiene al punto
x = a. Entonces, la Formula de Taylor con resto para la funcion f en cada punto
x de I es:
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Sesion 29 Series de Taylor

f(x) = fa) + fa)a —a) + L@ —a)? -+ O ayrt 4 R (o)

La expresion R, (z) es llamada el resto después de n términos. Este resto se puede
expresar de distintas maneras, una de ellas, es la siguiente forma de Lagrange:

(n)
R,(x) = f—(gn)(a: —a)"

n!

donde &, es un punto que se encuentra entre x y a.

Teorema 29.2 Si I es un intervalo que contiene a x = a, en cual f y todas sus
derivadas existen, y si xo es un punto de I, entonces la serie de Taylor para f en
x = a representa a f en x = xg siempre y cuando:

i, Finl0) =0

Ejemplo 29.3 Encontrar la serie de Maclaurin de la funcion f(x) = sinx y estable-
cer el intervalo en el cual dicha serie la representa.

Solucién: Haciendo los primeros calculos, se obtiene:

n | f() | f™(0)
0| sinzx 0

1] cosx 1

2| —sinx

3| —coszx —1
4| sinx 0

De donde se deduce que:

0 si n es par
) (0) = N
J70) { (=1)"z si n es impar

Luego, la serie de Maclaurin de sin x solo contiene las potencias impares:

si A +§Oo C"_ s (29.6)
mxr =xr — — _—— — e — —_—X .
3l 5l Tl £ (2n+1)!

A continuacién, se estudia el intervalo en el cual se cumple (?7).
Para ello sea R > 0y z en | — R, R[. Usando el teorema precedente:

f™ (&)

T
[Ralw)] = L=l < B2 <

n! n!
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Sesion 29 Series de Taylor

mn

y como lim — = 0, se tiene que
n—-+oo n!

lim R,(z)=0

n—-+oo

Luego, que la igualdad (??) es valida en todo x €] — R, R[. Ahora bien, como R es
arbitrario (??) es valido para todo nimero real . Es decir, la serie de Maclaurin de
sin x representa esta funciéon en todo R.

Nota 29.3 Haciendo un trabajo similar, se obtiene que:

2t o (-1,
cosx:1—5+g—a+-~~:;) (2n)!x

con intervalo de convergencia R. Observar que este resultado, también se puede
obtener derivando (?7)

x Ejercicio 29.1 Verificar que la serie de Maclaurin de e es:

. r? X "
e :1+$+§+§+"':Zom

y que esta iqualdad es vdlida en todo R.

Nota 29.4 A continuacién se entrega un listado, con las series de potencias de més
frecuente uso, con sus correspondientes intervalos de convergencia.

@ Teorema 29.3 Serie de potencias de uso frecuente

\ oo
1) 1_x:1+x+$2+x3+$4+---=;x"
Intervalo de convergencia: —1 < x < 1
1 2 .3, .4 — n,n
2) 1+x:1—x+x -4 —---:nzg(—l) x

Intervalo de convergencia: —1 < x < 1

. m(m—1) , m(m —1)(m —2) X (m
3) (Lta)™ = Lamat—— -+ 2 x+---—z% Nk

donde (7:;‘) _mm=Dm=2)-m=n+l) g

n!

Intervalo de convergencia: —1 <z < 1
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Sesion 29 Series de Taylor

1) ln$:(:1:—1)_(x_21) +(%—SD _(zv—l —Z x—l)

Intervalo de convergencia: 0 <z < 2

72 23 24 +0o (_1)n—1xn
In(1 -7 - — .= N 7
5) (1 +2) =o— o+ =+ nz:l -

Intervalo de convergencia: —1 < x <1

22 23 ot 2P X
6) e =1+a+p+ ottt Z;—n!
Intervalo de convergencia: —oo < x < 00

3 5 7 9 11 +oo

x> x> ozt ) oz (—1)
7 4 - 2 4 =N
Jsinr =zt g o m g Tt ; 2n + 1)

nx2n+1

Intervalo de convergencia: —oo < x < 00

22 ! 26 28 210 +0o (_1>nx2n
8)Cosx—l—a—i—z—a—Fg—l—o!—f—'“:ZW

Intervalo de convergencia: —oo < x < 00

o S By S B b +o0o (_1)nx2n+1
9 t N e T I A e
Jartane =@ — o4 = o g = e ; 2n+1)

Intervalo de convergencia: —1 <z <1

& Ejemplo 29.4 A partir de la serie de potencias de la funcion e*, determinar la serie
de potencias del seno hiperbolico:

T _ o
sinhz =
2
Solucion: Como se sabe: e* =14 x + Z—? + g—? +... ,enR.
Como el intervalo de convergencia de la serie e es todo R |, se puede sustituir x por
—x, luego
2 3
v _ |t T
e =1 x+2! 30 ...en R

Luego sumando las series de e y —e™"; se tiene.

23 x5
e —e T =2r+2- §+2 5| . en R
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Sesion 29 Series de Taylor

De donde, finalmente,

' et — e~ x3 .’1]5 +00 x2n+1
SlnthT:x+§+g+:§m GHR

Ejemplo 29.5 Dada la funcién f(x) = sina?, se pide:
1) Encontrar su serie de MacLaurin y su respectivo intervalo de convergencia.
2) Usando los tres primeros términos de esta serie, calcular aproximadamente

/Olf(x)dm.

3) s Qué error se comete en dicho cdlculo ?

Solucién:
, AR R
1) Como sm$:x—§+a—ﬁ+... en R.
Se tiene que:
6 10 14
_p2_ T
sinz® =x 30 + =] 7 + en R

1 1 6 10 14
N S 2 X ¥ T
/0 sinz*dx = /0 (36 a0 + 5l 7 +> dx

Q

ZL’3 [)37 5(711
(? "B 1320)

0.2102813

0

Q

Ahora como para series alternadas: |S — S| < ay.
y el cuarto término de la serie de sin2? es

1

~ 0.0000013 < 0.00001.
0

1 ZL’14 (L’15

o 7 15-71

Luego, el error cometido al calcular la integral propuesta es menor que 0.00001,
es decir el valor encontrado, 0.3102813, es exacto hasta el cuarto decimal.
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@\ Ejemplo 29.6 Usando series de potencia, calcular

lim — (Sm . 1) .
z—0 mQ X

Solucién: Se sabe que la serie de MacLaurin de la funcién sin z es:

x> 2
sma::x—§+a—ﬁ—|—... en R.
De donde: ' ) A 6
sin T T T
ety ot 270
Luego:
sin x?  at 1S
. _1__§+§_ﬁ+” J}%O
De donde . ' . ) A
sin T T
—(.r _1):_§+§_7+ v#0
Luego

I 1 /sinz 1) — 1 1+$2 xd B 1_ 1

ﬂ 29.5 Autoevaluacion

Dada la funcién f(z) = S2£=2 se pide:

1) Determinar la serie de Maclaurin de f(x).

2) Usando la serie encontrada, calcular el valor de f“®(0), es decir, el valor de la
48-ava derivada de f evaluada en 0.

3) Usando la serie encontrada, calcular ling) f(z).
z—

4) Usando los tres primeros términos no nulos de la serie encontrada, determinar
: 1 .
una valor aproximado de [ f(z)dz. Acotar el error cometido.

Solucion:

sine —x z2 zt o) n 2"
) fla) =t = S+ & — G 4 = 300 (1) iy

2) Como se quiere calcular la derivada de orden 48, este valor se obtiene para

n = 24. Luego, L@ — (~1)2%5. 1 De donde fU#)(0) = —28 — _124980.
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3)
)

=

—0.1639285714, 4.592886537 - 10~7.

11 29.6 Desafio

Buscando una férmula para el término general de la sucesion
de Fibonacci.

Recordar que la sucesién de Fibonacci, (a,), definida por recurrencia, es:

1)
2)

a=1, a=1, a,=a,_1+a,_o paran >3
Comprobar que 2 < 2

Sea f(z) = S apa™ = 1+ x + 222 + 32% + 5ot + 82° + 1328 + 2127 + -+
Utilizando la prueba del cuociente, probar que la serie precedente converge si
x| < 3

Comprobar que si |z] < 3, entonces: f(z) = -

Sugerencia: La relacién anterior puede escribirse como f(z)—x f(x)—z*f(x) =
1.

Descomponer en fracciones parciales, y usando la serie de potencias de

1
z2+z—1
—L_ obtener otra serie de potencias para f(z).

r—a’

Finalmente, usando que las dos series de potencias de f(x) deben ser idénticas,
deducir que el término general de la sucesion de Fibonacci, viene dado por:

() - ()
2 2
V5
Construir una tabla de valores para los primeros términos de la sucesién prece-

dente, para confirmar que efectivamente ella corresponde al término general de
la sucesién de Fibonacci.

Ay =
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