o 2.2

Introduccion a series

Temas

v' Definicién de serie.

Capacidades

> Conoecer.y comprender la definicion
de,serie;

v' Sucesién de sumas parciales asociada

a una serie.

v Definicién de serie convergente, di<

vergente.

> Deecidir la convergencia o divergencia
de series, mediante el estudio de la
sucesion de sumas parciales.

22.1 Introduccién

Zenon de Elea
Griego (490 AC - 425 AC)

En esta sesién se inicia el estudio del tema de
series, que trata sumas de una cantidad infinita
de términos.

El problema de sumas infinitas viene de la época
de los griegos, cuando Zenén (siglo V AC) planted
varias situaciones, conocidas como Paradojas,
que desafiaban el sentido comin, destacandose
las paradojas sobre el movimiento que desconcer-
taron a los matematicos por siglos.

El problema de estas paradojas era que involucra-
ban una suma de un nimero infinito de términos
positivos.

Muchos matematicos contribuyeron al desarrollo de las series, entre los que se desta-
can: Newton, Leibniz, Euler y D’Alambert.
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22.2 Problema

Dada una sucesiéon de numeros reales (a,). Para cada n € N, se sabe lo que significa
sumar los n primeros términos de dicha sucesiéon, suma que se denota:

a1+ as+ ...+ ay
o también como
n
>
k=1
En esta sesién se intentara sumar todos los términos de la sucesion:
a+as+az+ag4+ ...

. Qué significado o qué sentido tiene sumar una cantidad infinita de términos?

3 3 3
>R\ Ejemplo 22.1.  — + > 4 >4 =2
Jemplo 10 " 100 T 1000

oF 3 3 3
Esta suma parece familiar, ya que 6 T4

7605, - - se puede escribir como:

0.3 4+ 0.03 +0.003 + 0.0003 + . ..

suma que representa al nimero decimal peridédico 0, 333... denotado 0.3.
Esta suma infinita deberia representar al niimero racional %
Por lo tanto, se deberia tener que:

3+ 3 N 3 N 1
10 100 1000 3

TR Ejemplo 22.2. 1+2+3+4+4.. =7

Al parecer, esta suma infinita no se puede calcular, es decir, no es un nimero real.
En efecto:

1 +2 44 ... o

1 +24+3+4+...n+

3
—_——
6
—_———
10

. s
g

n(n+1)
2

DR Ejemplo 22.3 1.
jemp B SHqtgtE T
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e Observar la figura:

Prof. C. del Pino O.

1
4
1
o
ol
T
1.
8 Al
N T
32
'F
1 1 1 1 1 1
§+Z+§+1_6+3_2+@+"'

e Otra manera de visualizar la misma suma anterior:

Observar la figura:

1+1+1+1+
2 A~ 8§16 T
‘ | i IJ[
1 1 1 1
2 4 B 16

. Qué se puede conjeturar respecto de la suma infinita % + }L + % + 1—16 +...7

e Una forma numérica de visualizar la suma

SR
2748 B

es completando una tabla de sumas de los n primeros términos:

n | Suma de los n primeros términos | Valor de la suma
1 |1 0.5

2
2 [L141 0.75

2 T4

T 1T
3 : I 1 + s 0.875
4 ?4_%4_%4_1_16 1 0.9375
5 ?+%+§+1_16+? 1 0.96875
6 |2+ +sttsto 0.984375
7 %+i+%+%ﬁ+%+é+ﬁ 0.9921875
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Al parecer la suma infinita % + i + % + % + ... es el nimero real 1. Esto se

podria escribir:

1+1+1+1+ =1
2 4 8 16

A€ Ejercicio 22.1. Sea S=1-1+1—1+1—1+---.

Verificar que S podria tener los valores 0, 1y %

@ 22.3 Definicion de serie

Sea (a,) una sucesién de ntimeros reales. La expresion:

(Z1+CL2+CL3+CL4+"'

“+o0o
recibe el nombre de serie (o serie infinita), y se denota usualmente por: E an
n=1

o simplemente: Z ay,. Es decir:

+o00
Zan:a1+a2+a3+...

n=1

Nota 22.1.

e Los ntmeros aq, ag, ...se llaman términos de la serie.

e Para algunas series conviene comenzar con n = 0. Por ello, es usual escribir
una serie como » hay.

22.4 Sucesion de sumas parciales

Para estudiar una serie infinita - | a,, se consideran las siguientes sumas:

51:a1
52:a1+a2
Sg,:a1+a2+a3

S,=a,+ay+...+a,

Estas sumas forman una sucesién (S,,), llamada sucesion de sumas parciales asociada
a la serie > a,. La sucesién (S,) puede o no tener un limite (finito), cuando n
tiende a +oo0.
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& 22.5 Definicion de serie convergente
Dada una serie ), a,. Sea (S,) la sucesién de sumas parciales, donde:
S,=a1+ay+...+a,

e Cuando la sucesién de sumas parciales (S,,) converge a un nimero real S*,
es decir, si lim,, ., S, = 5%, se dice que la serie Zzozl a, es convergente,
y la suma de la serie es S*. Esto se escribe:

o0
E a, = S*
n=1

e Cuando la sucesién de sumas parciales (S,,) es divergente, se dice que la
o

serie E a, es divergente.

n=1

& Ejemplo 22.4. Dada la serie:

2 48 T

n=1

La sucesién de sumas parciales‘es:

8 =3

S=iri=s
S3=s+3+z=12
Sp=g5+1+..  +x=1—5%

Como:

1
lim S, = lim (1 — —) =1
n—-+oo n—-+00 AL

o0

se concluye que la serie 5 on converge y que su suma es 1, es decir:

n=1

=1
> 5 =1

n=1
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@\ Ejemplo 22.5. Laserie Y - n es jconvergente o divergente?.

Solucion. La sucesion de sumas parciales asociada a la serie es:

S1=1
82:1+2

S3=142+3

Sp=1+2+3+...+n="01

n(n+1)

Como limy, oo Sp = limy 00 —

= +00, luego la serie Y >° | n es divergente.

& Ejemplo 22.6. La serie )~ % es jconvergente o divergente?.

Solucion. La sucesion de sumas parciales asociada a la serie es:

Sy =1
Sy =1%3
Sy=143+4

54:1+§+§+i

Sn=1l4+3+5+...+2

La figura muestra la grafica de los 30 primeros términos de la sucesién de sumas
parciales S,,:
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Considerar la sub-sucesién (.S, ):
Sy=1+1
Si=1+3+G+Y)>1+4+ 3+ =1+2

Se=lg+ (ot Gadrbed >t i GerGrivieh =14

Calculando Sy, Sz, etc, se deduce que: S, > 1+ 7.

Luego, lim,,_,, .S,, = +o00.

1
Por lo tanto, la serie Z — es divergente.
n

n=1

ﬂ 22.6 Autoevaluacion

a) Explicar el significado de: Z a, =.17.

n=1

b) Determinando al menosilos (6 primeros términos de la sucesion de sumas par-
ciales, decidir si cada serie‘es eonvergente o divergente:

(1) g(—%" (2) g (% “n i 1)

¢) Dada la serie: » _a, = 0.15+0.0015 4 0.000015 +0.00000015 + . . ., determinar
n=1
a,, verificar que la serie es convergente y calcular la suma de la serie.

[e.o]

2n
d) Si la n-ésima suma parcial de la serie E an es S, = T Determinar a,, y
n=1 n
(o ¢]
el valor de E a,, Sl es que existe.
n=1

Respuestas:

a) La serie es convergente, la sucesién de sumas parciales asociada a la serie es con-

vergente y su limite es 7, la suma de la serie es 7. b) (1) Es divergente; (2) es
_ 15 : 5 _ 2

conve.rgente y lasumaes 1. ¢)a, = oo > la suma de la serie es 3. d) a, = FICESIE

la serie es convergente y la suma es 2.
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11 22.7 Desafio

Con base en el semi-eje positivo de las abscisas se dibuja una sucesion de triangulos
rectangulos e isésceles, como se muestra en la figura:

AN

10 5 25 X

La base del primer tridngulo mide 10 unidades, la del segundo 5 unidades, ... la base
de cada triangulo siguiente mide la mitad de la base del tridngulo inmediatamente
anterior.

Si se contintda indefinidamente, calcular si es posible,

1) el drea total que ocupan todos los tridngulos:
2) la suma de los perimetros de todos los triangulos.

Si se consideran ahora, los siguientesdtridngulos’ (achurados):

intentar el cdlculo de la suma de sus areas y perimetros.
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