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Sucesiones 1

Temas Capacidades

v’ i Qué es una sucesion? > Conoecer.y comprender el concepto

. : de,sucesion.
v Notaciones y conceptos relacionados.

>\ Conocer y manejar las diferentes
maneras de presentar una sucesion:

v' Gréfico de sucesiones. férmula  general, sus primeros
términos y por recurrencia.

v' Maneras de presentar una sucesion.

> Conocer y manejar las notaciones
y conceptos relacionados con suce-
siones.

> Conocer y determinar gréaficos de
sucesiones.

20.1 Introduccion

Como se recordara, en el curso de Calculo I, se
estudiaron las funciones de D en R, donde D C
R, generalmente ha sido un intervalo. Con estas
funciones hemos trabajado hasta el momento.

En esta unidad estudiaremos, desde el punto de
vista del Calculo, unas funciones especiales lla-
madas sucesiones. Las sucesiones, tienen la par-

Leonardo Fibonacci. ticularidad que su dominio son los nimeros na-
Italiano. (1170-1250)

turales.
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& 20.2 Definicién de sucesion
Informalmente, una sucesion, a, es una secuencia infinita ordenada de niimeros.

a: a1,09,03,...,Qp, ...

Formalmente,

Una sucesion a es una funcién de N en R, es decir:

a: N — R
n — a(n) =a,

Nota 20.1. Con respecto a las sucesiones, se tiene:

1) La imagen de n a través de la sucesiéon a : N — R, se designa por a,, y
recibe el nombre de término general o término n-ésimo de la sucesién. Asi por
ejemplo: a; es su primer término, as es su segundo.término, etc.

2) La sucesién a : N — R, usualmente se designa por (a,)nein, 0 simplemente

(a’n)7

o bién (ay,aq,as, ..., an,...)

3) Como una sucesién es una funcién, tedos los conceptos estudiados sobre fun-
ciones, se aplican también a las sucesiones. Asi, por ejemplo:

a)
b)

El rango o recorrido-de (az), es {a, € R/n € N}

(a,) es una’ sucesion acotada superiormente, si su rango es un conjunto
acotado superiormente, es decir, si existe un K € IR tal que, para todo
n € N:

a, < K

(an) es una sucesién acotada inferiormente, si su rango es un conjunto
acotado inferiormente, es decir, si existe un k£ € IR tal que para todo
n € IN:

a, >k

(a,,) es una sucesién acotada, si su rango es un conjunto acotado, es decir,
si existe un M € R tal que para todo n € N:

la,| < M

(a,) es una sucesién creciente, si a medida que n crece, a, también, es
decir, cuando para todo n se cumple:

Gp, < Ap+1

Instituto de Matemdatica y Fisica 140 Universidad de Talca



Sesion 20

Sucesiones I

Prof. J. Contreras S.

Prof. C. del Pino O.

f) (a,) es una sucesién decreciente, si a medida que n crece, a, decrece, es

decir, cuando para todo n se cumple:

Gp, 2 Ap+1

g) (a,) es una sucesién mondtona si (a,) es creciente o decreciente.

Ejemplo 20.1. A continuacién se revisan algunos ejemplos de sucesiones.

1) a, = % En este caso, es claro que:
alz%zla aQZ%a Cng%, a4_%p a5:%7 a6_%7
es decir:
11 1 1 1
(an) = (17 27 37 47 5 67)
2) by =(—1)" 5. En este caso:

11 1 2.2 % 3.3 _ _3
bi=(-1)'y7=—3 be=(1)57=5 b=(1)57=—1
es decir

_ (v 2 3
(bn) = (=323 =1 )
3) ¢, = (_1)2"+1 Aqut:
—1)! —_1)2 —_1)3 _1)4
o = ¢ 1)2+1 —0, c="{ 1;+1_1’ oy = 1)2+1 —0, of = ¢ 1;+1
es decir,
(cp)y=1(0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1,...)
4) d, = %, Aqui
h=Zoo d=foo d-fo3 g-fo2
es decir:
_ 4 2
(dn)_(27 27 3 57)

g Ejercicio 20.1. Determinar el término general de las siguientes sucesion

a) 0.9, 0.99, 0.999, 0.9999, ...  b) 2, 4 & 8

) 39 By Ty ottt

x Ejercicio 20.2. Dada la sucesion: (y,) = (1,16,81,256,...). sCudl de los

nos generales que siguen la representa?.
Yn =N Yn = 10n® — 35n% 4 50n — 24.

¢ Qué conclusion se puede extraer de esta situacion?

€S’

dos térmi-
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Nota 20.2. Como se ha visto, una sucesién se puede definir por su formula general
o por sus primeros términos. Existe otra manera, de presentar una sucesion: por
recurrencia. Por ejemplo, la siguiente sucesion (de Fibonacci*) estd definida por
recurrencia:
=1 fo=1y fo=fo1+ fo2 paran >3
claramente, sus primeros términos son:
1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,...
Nota 20.3. Jacques Philippe Binet (Francés, 1786-1856), descubrié una férmula ge-
neral para la sucesién de Fibonacci:
(%) (%)
In = V5
que interviene en la formula de Binet, es el llamado numero dorado.

AAC 1

L. e}

el

1+v5
2

El ndmero

20.3 Grafico de sucesiones

Como es de suponer el grafico de una sucesién (a,,) es el conjunto de puntos del plano
dado por

{(n,a,) /n € N}

A continuacion se entregan los graficos de dos funciones:

Grifico de a, = 3/n

* Un hombre pone un par de conejos, un macho y una hembra, en un lugar rodeado por murallas.
Los conejos pueden aparearse a partir del primer mes de vida, y las hembras dan a luz luego de un
mes de gestacion. Supongamos que ninglin conejo muere en un ano, y que las hembras siempre dan
a luz una pareja de conejos, un macho y una hembra, cada mes a partir de su segundo mes de vida.
Entonces, jcuantos pares de conejos habra en un ano?
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Grifico de b, = (—1)"32=5

n

& 20.4 Definicion de funcion asociada a una sucesion
Sea (a,) una sucesién. Si y = f(z) es una funcién que cumple:

e [L,+oo[C Dom(f)

e VneN: f(n)=a,

entonces, y = f(x) recibe el nombre de fungidn asocinda a la sucesién a,,.

Nota 20.4. Sea y = f(z) la funcién aseciadaya la sucesién a,. Si para x > 1,
y = f(x) es creciente (decreciente, acotada superiormente, acotada inferiormente,
acotada), entonces a,, también es creciente (decreciente, acotada superiormente, aco-
tada inferiormente, acotada).

Por ejemplo, la funcién asociada’a la sucesién a, = % es a(z) = g Observar las

diferencias entre los graficos de la‘sueesion (a,) y su funcién asociada.

0 5 10 15 20

Grdfico de ay,

Grifico de la funcion asociada
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Inn

Solucién:Sea f(z) = £, para z > 3, la funcién asociada a (a,). Como f’(z) = ==

y f'(z) < 0 para z > 3, se tiene f es decreciente para x > 3. Luego, (a,) es
decreciente.

Nota 20.5. Observar que, en el ejemplo precedente se ha usado que, si la funcion
asociada es decreciente, entonces la sucesion correspondiente también lo es. ; Es vélido
el reciproco?.

ﬂ 20.5 Autoevaluacion

1) Encontrar una férmula para el término general de la siguiente sucesién definida
por recurrencia:

a; = V2 Uni1 = V2a,, n=1.

2) Verificar que la sucesion a,, = JngT ©8 creciente:

3) Comprobar que la sucesién (b,) definida,por recurrencia: by = v/2; by =
V2 +b,, n > 1, es creciente y acotada-supesiormente.

Solucién:1) a, = 2727 2) Si f(z) = = €S la funcién asociada, f'(z) > 0, para
x > 1. Luego, f es creciente. Por lo tanto, a, es creciente. En este caso, se puede
chequear directamente que a,,< as1y. jHagalo!.  3) Verificar, usando induccién que

VneN: b,y > 0b, (creciente)y b, < 2 (acotada superiormente).

11 20.6 Desafio

Sobre una recta se construyen, uno a continuacion de otro, una sucesién de tridngulos.
Cada uno de ellos tiene como base un segmento de longitud 1 cm y como altura los %
de la altura del triangulo inmediatamente anterior.

Si el primer tridngulo tiene una altura de L ¢m, determinar una férmula (reducida)
para el drea del n-ésimo tridngulo y una férmula (reducida) para la suma de las areas
de los primeros n triangulos.
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