SESION 4

Integral de linea 1

4.1 Introduccion

En esta sesion se revisa el concepto de un nuevo tipo de integral, de manera comple-
tamente andloga al caso de la,integral de Riemann de una funciéon de una variable
real, y que tiene multiples aplicagiones, particularmente en el ambito de la Fisica.

4.2 Integralde linea de un CE

Sean:

e (' una curva suave en el espacio, con ecuacién vectorial
T(t) = 2(t)i+y(t)j+ () k, cona<t<b
e u= f(x,y,2) un CE continuo en un conjunto que contiene a la curva C'.
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A continuacion se define la integral de linea del CE f sobre la curva C' con respecto
a z, siguiendo los mismos pasos de la definicién de la integral de Riemann de una
funcién y = f(z).

Paso 1 Hacer una particién 7 del intervalo [a, b]:

TIa=ty<tL<---<t,=b

Paso 2 La particién 7 induce una particién 7 en la curva C:

T PO - ?(t()) = (x07y0720)7pl - 7>(t1) - (xlayhzl)) e 7P'n = ?(tn) - (xnaynazn)

Paso 3 En cada intervalo [t;_1, ;] se elige un punto arbitrario ¢}, de modo que Q; =
— % :
7 () es un punto en el sub arco correspondiente de C.

Paso 4 Formar ahora la suma de Riemann

Z FCT ) Kas (4.1)

con Ax; = x; — Ti_1

Ahora, cuando existe el siguiente\limite

lim Z FO7(t) A (4.2)

n—-—+o00

éste recibe el nombre de integral de linea de f sobre la curva C con respecto a x, y se
anota

/f(x,y,z)dx o0, simplemente /fdx
C c

Una definicién completamente anédloga se tiene para la integral de linea de f con
respecto a y, y con respecto a z.

[ gy = 1 Zf IV fdz—ngrmef PECENE)

Nota 4.1.

1) Definiciones andlogas se hacen para curvas en el plano. En este caso, se tienen
2 integrales de linea.
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2) Cuando f, g y h son un CE continuos en un dominio que contiene a una curva
C suave en el espacio, la suma de las integrales de linea con respecto a x, a y y

a z:
/fdx+/gdy+/hdz
c c c

/ fdx + gdy + hdz
c

se anota simplemente

3) Para calcular con facilidad una integral de linea, se usa el siguiente teorema:

4.2.1 Teorema

Si C' es una curva suave definida por
C: T =xO)T+yt)T+20)k eon a<t<b

y f, g v h son un CE continuos en en una regién gue contiene a C, entonces
/ fdx + gdy + hdz =
C
b
/ [£(z(t), y(t), 2(1))2'(8) + g(x(t), y(t), 2(1))y' (t) + h(x(t), y(t), 2(1)2' ()]dt  (4.4)

Ejemplo 4.1. Calcular [, zdx % &dy + ydz, donde C' : z = *, y = ¢, z = %
0<t< 1.

Desarrollo:

1

/ zdr + xdy +ydz = 2. 2tdt + 12 - 3t3dt + 1 - 2tdt
C

1
(2¢® + 5t*)dt

1
=3

2
0

I
on S—S—

th+15)

Nota 4.2.

1) En (4.4) si —C es la curva C orientada* en sentido contrario, se tiene que

/ fd:U—irgdy—l—hdz:—/fdx+gdy+hdz
—-C C

* Asociado a una curva, se considera su orientacion, la cual hace referencia a la direccién en la cual
. . . —

son descritos sus puntos. Asi, por ejemplo para la curva (3.1), ella parte desde el punto 7 (a) y

termina en el punto 7 (b). Este sentido se define como el positivo, y negativo el contrario.
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2) El valor de (4.4) no depende de la parametrizacién de la curva C, siempre que
se conserve su sentido.

3) Cuando la curva C no es suave, pero es la unién de un nimero finito de curvas

suaves consecutivas: Cp, Cy, -+ C),; se define la integral sobre C' como las
sumas de las integrales sobre las C;:

/fdx—i—gdy—i—hdz = fCl fdx+gdy—|—hdz—|—fc2 fdx + gdy + hdz + - - -
C
+an fdx + gdy + hdz

4) Si s(t) es la longitud de la curva C' desde 7 (a) hasta 7’ (t), se tiene que

(1) =IOl = V() )2+ (1)

La integral de linea de f sobre C con respector alla longitud de arco s se define

por
[ ras< [Lir s

5) En Fisica, si la curva C representa un delgado alambre con densidad lineal
p(x,y, z) en su punto (z,%y, 2); entonces la masa de este alambre se define por

m:/ pds
c

y su centro de masa (7,7, Z), viene dado por
T = / zp(z,y,2)ds, 7= / yp(x,y,z)ds, Z= / zp(x,y, 2)ds.
c c c

Ejemplo 4.2. Calcular fC (2r +9z2)ds,donde C': oz =t,y=1*2=1t3;0<t <1

Desarrollo: En primer lugar se calcula

\/x’(t)2 + /(1) )2 = \/12 + (3t2)2 = V14 442 1 94,

Luego,

/ (22 + 92)ds = / (2t + 98°)V1 + 442 + 9ttdt = — (14%% — 1) ~ 8.564
C

0

CDI»—l
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4.3 Integral de linea de un CV

Sea
F(o,y,2) = Pla,y,2)T+ Q(z,y,2)T+ R(z,y. 2) k

un campo vectorial continuo definido sobre una regién que contiene la curva suave

~

C: 7)) =z®)T+yt)T+2(t)k, con a<t<b

La integral de linea del CV F sobre C se anota y define por:

/ F.d7 = /b F(P@) - 7 (t)dt (4.5)
C a
Nota 4.3.

1) Observar que en (4.5) ?(7(75)) - 7'(t) es un campo escalar. Luego, la integral
de linea de un CV se reduce a una integral de linea de un CE.

2) Como es de suponer, la integral de linea también s¢ "puede definir para campos
vectoriales en R? sobre curvas en el plano,

3) Usando
dr &= dui +dyj+dzk
la integral de linea (4.5) se suele anotar también como
/ F.d7 = / Playy, z)dr + Q(x,y, 2)dy + R(z,y, 2)dz
c c
4) Observar que
- — b N N b, N /(t) N
/ F.dr = / F(7 (1) 7 (t)dt = / F(7(0) - il 70l
C a a
—_— ?’(t)

ahora, llamando T = =0T al vector tangente unitario a la curva C' en el punto
ﬁ
(1),

=l =]

- — b—>_> =
/CF-dr:/a F(r@)-T || (t)|dt

— —
y definiendo ds = T' ds, se tiene que la integral de linea de un CV con respecto
a la longitud de arco, viene dada por

- — - =
/F-dSZ/F-TdS
c c

5) En Fisica, la integral de linea (4.5) corresponde al trabajo realizado por un

campo de fuerzas F para llevar una particula sobre la curva C, desde 7 (a)
hasta 7 (b).
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4.4 La integral de linea asociada al concepto de
trabajo

4.4.1 Fuerza constante

ﬁ
Supongamos que una fuerza F' desplaza un objeto desde un punto A hasta un punto
B, a través del segmento AB. En este caso se define el trabajo realizado por la fuerza

—
F', por

- ——

T=F-AB
Notar que, equivalentemente

— —
T = ||F|| ||AB]| cosa

— — —
donde a = Z(F, AB), es decir « es el angulo‘que.forma el vector fuerza F' con el

. e
vector desplazamiento AB.

X

4.4.2 Fuerza seccionalmente constante

Supongamos ahora, que se tiene un camino poligonal, P, en el espacio que une los
puntos Ay, A1, As v As; v que en cada segmento del camino poligonal actian fuerzas
constantes: F} en el camino AgA;, F5 en el camino A; A, etc. En este caso el trabajo
total realizado por estas fuerzas para desplazar un objeto sobre P, desde Aj hasta Ay
es:

—_ —_ —_ —_
T:F1'AOA1+F2'A1A2+F3'A2A3—|—F4'A3A4
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X

Nota 4.4. En caso que el camino poligonal este conformado por n segmentos que unen
los puntos Ag, Ay, As, --- A,, de modo que en cada uno de estos segmentos actian
_>

fuerzas constantes Fj, correspondientemente, entonces«el trabajo total realizado por
este conjunto de fuerzas al desplazar un objeto sobre P, desde Ay hasta A, es:

- — 5 — = — = LN
T:Fl'A0A1+F2'A1A2+F2'A1A2+"'+Fn'An—1An:ZFi'Ai—lAi
i—1

4.4.3 Fuerza continuamente variable

El caso general, asociado a las, des situaciones recién comentadas, corresponde al
trabajo realizado por un campo de.fuerzas variable, que actia en cada punto de una
curva C, al desplazar uin objeto desde el punto inicial al punto terminal de dicha
curva. Para fijar ideas, sean

¢ C: T()= ()T + folt)T + fz(t)? = (f1(t), f2(t), f3(t)), con ¢ € [a, 0],

una curva, y

H
o [:Q CR?*— R3unacampo (vectorial) de fuerzas, de modo que 7 ([a, b]) C Q,
H
para que F actie en cada punto de C.

Para resolver esta situacion, se observa que cada particién 7 del intervalo [a, b]:
T a=tg<t1<---<t,=b
induce una particién 7 en la curva C"-
T Py=T(t) = (20,90, 20), P = T (t1) = (w1,y1,21), -+, Po = T (tn) = (T, Yn, 2n)

Ahora bien, aproximando el trabajo realizado por ]—7> en el i—esimo sub-arco 7 (t;_1)—
7 (t;), por

—)

F (7 (tiz)) - 7' (ti1) Aty
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ﬁ
se tiene que el trabajo total realizado por F' al mover un objeto sobre toda la curva
C, es aproximadamente igual a la siguiente suma de Riemann:

i=1

Por lo tanto, es natural definir el trabajo total realizado por la fuerza ?, como*
. = — —s
T=1lim »  F(7 (i) 7' (tim) AL
i=1
es decir,
b_,
- / F(F () - 7()dt

o0 sea,

T:/?-d?
c

ﬁ
Luego, la integral de linea de una campo vectorial F' sobre una curva C', se interpreta
desde el punto de vista de la Fisica como el trabajo que realiza este campo de fuerzas
al desplazar un objeto sobre la-¢urva-C' desde 7 (a) hasta 7 (b).

4.5 Actividades

1) Calcular las siguientes integrales de linea:
a) /C:z:d:c +ydy + zdz donde C(t) = (t,t,t) te€[-1,1]
b) /C(x +y)dr + (x — y)dy + (y — z)dz donde C(t) = (t*,¢,1) t € [0,2]
c) /C(yc2 +y?)dz + (2* — y*)dy C(t) = (cost,sint) t € [0,27]

d) / 2zydz — ydy donde C es el arco de parédbola y = 22 que va de (—2,4)
c
hasta (0,0) seguido del segmento que va de (0,0) hasta (2, 6)

2) Calcular las siguientes integrales de linea:

* Se asume que cuando n — o0, la norma de las particiones tiende a 0.
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/:c —2zy)d C(t) = (—sint,cost), 0<t<7w/2
c

/xyds C(t) = (3cost,3sint), 0<t< 7w

c

/:132+y C(t) = (cost,sint,t), 0<t<2n

d) / ry*ds, donde C es la semicircunferencia superior centrada en el ori-
C
gen, que va de (3,0) hasta (—3,0)

3) Calcular [, o vzdr+xdy—yzdz, donde C es la curva que consiste en un cuarto
de circulo en el plano X Z y los segmentos de recta en los planos XY e Y Z, tal
como se indica en la siguiente figura:

Respuesta: %, pues Jo, vzde +axdy —yzdz = 3, Jo, vzde +xdy —yzdz = 3,
fc3 vzde + vdy — y»dz = -1

4) Al doblar un delgado alambre se forma un semicirculo de ecuacién aproximada-
mente igual a 22 + y? = 4 con x > 0. Si su densidad lineal es constante e igual
a k, encontrar la masa y centro de masa de este alambre.

Respuesta: m = 2km, (T,7) = (%, 0)

5) Determinar la masa y centro de masa de un alambre con la forma de la hélice
xr=t,y=cost, z=-sint, 0 <t < 2, si la densidad en cualquier punto de este
alambre es igual al cuadrado de su distancia al origen.

Respuesta: m = v3(3r° +2m), (7,7,%) = ("Z5,0,0)

6) Encontrar el trabajo realizado por el campo de fuerza

—

sobre una particula que se mueve en el segmento de recta que va del punto
(1,0,0) al punto (3,4,2). Respuesta: 26 (unidades de fuerza).
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7) a) Verificar que una fuerza constante realiza trabajo cero sobre una particula
que se mueve uniformemente una vez sobre la circunferencia z? + y? = 1.

b) ;Sucede lo mismo si la fuerza viene dada por F}(x,y) = (kx, ky), con k
constante?.
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