SESION &

Integrales de Superficie

8.1 Introduccion

Aqui se presenta un nuevo tipo de integral: integral de superficie (I1dS). Esta integrales
generalizan las integrales dobles de funciones de 2 variables. En primer lugar se
revisan la integrales de superficies para campos escalares, en los casos en que la
superficie viene definida explicita o paramétricamente. En segundo lugar se revisan
las integrales de superficie para campos vectoriales.

8.2 IdS de un campo escalar sobre una superficie
definida paramétricamente

Sea S una superficie correspondiente al grafico de la funcién definida paramétricamente
por

T (u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v))
de D CR?* en R?, y f un campo escalar continuo cuyo dominio (en R?) incluye a S.

En este caso, la integral de superficie de la funciéon f sobre la superficie S, se anota

y define por
[ [1@vz1as = [ [ 17 o) 7.x 7l da (8.1)
S D

Ejemplo 8.1. Evaluar la integral de superficie [ [, xydS, donde S es la superficie
7 (u,v) = (usinv,ucosv,u?), con 0<u<1y0<v< 5
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Cdlculo vectorial. Sesion 8 Integrales de Superficie

Desarrollo: Es claro que:

o 7, = (sinv,cosv,2u)
o 7, = (ucosv, —usinv,0)
o Ty x T, = (2usinv, 2u? cos v, —u)

[T x 7ol = av/TF 302

o (7 (u,v)) = usinvcosv

Luego,

w/2
//SL’de / / u?sinvcosv uv1 + 4u? dudv—5;é_+240

Ejemplo 8.2. Evaluar la integral de superficie / / 2*dS, donde S es la esfera x2 +

v +22=ad? a>0.

Desarrollo: Es claro que, en este caso, f(x,y,2) = 2. Parametrizando la esfera S:
7)(¢, 0) = (asin ¢ cos B, asin ¢sin b, acos @)

sobre la region D:

Entonces:
o [(T(0,0) = flx,y,2) = 2* = a* cos’¢
o 74 x Ty =a?sin? ¢cosfT+ a?sin® ¢sin 67 + a?sin ¢ cos ok
o || 7y x 7¢,|| = a’sin ¢

Luego, aplicando (8.1):

21 s

/ /24 S = / / atcosio|| T x T 4||dods = / / a® cos® ¢ sin pdpdh = gmﬁ
0 0

S D

Nota 8.1. Andlogamente a la nota precedente, cuando f(x,y,z) = 1, el valor de la
integral de superficie corresponde al area de la superficie S, es decir

éreade(S)://l-dS://||7>u><7>U||dA
S D
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8.3 IdS de campo escalar sobre una superficie definida
explicitamente

Sea S una superficie correspondiente al grafico de la funciéon C', z = g(z,y) de D C R?
en R, y f un campo escalar continuo cuyo dominio (en R?®) incluye a S.

La integral de superficie del campo escalar f sobre la superficie S, se anota y define

por
[ [t@v2as = [ [ g flator oo riia 52
S D

Ejemplo 8.3. Evaluar la integral de superficie / / xdS, donde S es la superficie
S

definida por z =22 +yy Deslaregion 0 <z <1, -1 <y < 1.

Desarrollo: En este caso z = g(x,y) = 2> +y y f(x,y,2) = z. Entonces, aplicando
(8.2):

é/de:l/)/x\/[gxP—i-[gy]Q—l—lda:dy:/_ll/le\/mdxdyzg(:))\/g_l)

Nota 8.2. Cuando f(z,y,2) = 1, el valor de la integral de superficie corresponde al
area de la superficie S, es decir

drea de(S) = //\/[gx(a:, )2+ [gy(z,y)]2+1dA
D

8.4 Superficies orientadas

Las integrales de superficies para un campo vectorial se definen sobre superficies
orientadas. Por esta razén se consideran solamente superficies de 2 lados® y que
tengan un plano tangente en cada uno de sus puntos (excepto sus puntos frontera).
Para esta superficies se tendran 2 vectores unitarios normales en cada uno de sus
puntos: ny y ng = —n

* Un clésico ejemplo de una superficie que solo tiene un solo lado, es la llamada “cinta de Moebius”.
Un dibujo de ella aparece al final de esta sesién.
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Ahora bien, una superficie S se dice orientada u orientable, cuando es posible elegir
un vector unitario normal en cada uno de sus puntos, de modo que este vector varie
continuamente en S. La eleccién de este vector entrega una orientaciéon de S. Toda
superficie orientable tiene 2 posibles orientaciones.

Asi, por ejemplo

e Para una superficie z = g(z,y), se suele considerar la orientacién inducida por
el siguiente vector tangente unitario:

—0:1— g, 7+ k

1497 + 95

~

En este caso como la componente de k es positiva, se dice que esta eleccion
orienta la superficie hacia arriba.

n=

e Para una superficie suave orientable 7)(16, v), se tiene la orientacién entregada
por

T X Ty

n=r=—=u.
|70 X 77|

e Para una superficie cerrada, se acostumbra considerar la orientacion positiva
cuando se eligen los vectores normales unitarios apuntando hacia afuera de la
superficie.

e Una superficie S orientada, se suele anotar por ?
Ejemplo 8.4. Verificar que la orientacién positiva en una esfera
T (¢,0) = asin ¢ cos T+ asin ¢sin 07 + a cos ngE

viene inducida por los vectores unitarios i?(gb, 0).
Desarrollo: Del ejemplo (8.2), se tiene:

T X T,

~ : e ~ 1
n:m:smqbcosel—l—smqbsmej+cosq§k:E?(qﬁ,&)

Observar que estos vectores apuntan en la misma direccion que 7(¢, 0), es decir, ellos
apuntan hacia afuera de la esfera. Luego, ellos inducen la orientacién positiva de la
esfera.
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8.5 IdS de un campo vectorial sobre una superficie
definida paramétricamente

Sea F un campo vectorial sobre R? y S una superficie orientada definida paramétri-
camente por 7(u, v). La integral de superficie de F sobre la sobre la superficie S, se
anota y define por

FdS = [ [F@ ) (7 x 7,)dA (8.3)
S D

— ~ 7>u X ?v ? —
Recordando que dS = || 7, X T,||dA y 7 = 7. % H,yanotandod =dS,
TU v

//?.d? — //?ﬁds (8.4)
S S

Nota 8.3. La integral de superficie de un campo vectorial sobre una superficie S

también se suele escribir:

también recibe el nombre de flujo de ? a través de S.

!/?-d?

para el campo vectorial ?(x, y,z2) =y1+ax]+ 22k y S es el helicoide de ecuaciones
paramétricas:

Ejemplo 8.5. Calcular

7 =T (u,v) =ucosvi+ usinvj+ovk, 0<u<l, 0<v<4n

Helicoide
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Desarrollo: Es claro que:
e 7, =cosvT+sinv]
o 7, = —usinvi+ucosvj+ k
o Ty X 7, =sinvT— cosv]+ uk

o ?(?(u,v}) = usinvT+ ucosv]+ v2 k

g/? dS = /047r /01(—u cos(2v) + uv?)dudv = 323%3'

Actividad 8.1. Verificar que la integral de superficie (8.5) se expresa por
//F? S = //F(CC,y,g(w,y)) (=9, T— 9,7+ k) dA
S D

cuando S viene definida explicitamente por la ecuacién z = g(z,y) y se ha elegido su
orientacién hacia arriba.

Luego,

Actividad 8.2. Comprobar que
713
F.odd ="'
[JF a8 =1
S

si ?(m,y, z) = (xy,yz,zx) y S es la superficie correspondiente a la porcién del
paraboloide z = 4 — 2% — y? que se encuentra sobre el cuadrado 0 <z <1,0< x <1
y tiene orientacion hacia arriba.

8.6 Algunas aplicaciones de las integrales de su-
perficie

1) Valor promedio. El valor promedio de un campo escalar u = f(x,y, z) sobre
una superficie S, se define por:

1
area de Sg/f(x’ v 2)dS

2) Centroide. Las coordenadas del centroide (Z,7,Z) de una superficie S de édrea

A, se definen por:
1 1 1
1 /:L"dS, V=7 /de, Z—Z//zds
S S S
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3) Flujo de un fluido. Si ? es el campo vectorial de velocidad de un fluido que
fluye a través de la superficie S, de ecuacién z = f(z,y) y definida en D, se
define el flujo de S a través de S a la integral de superficie:

//?-d?.

8.7 Actividades

1) Calcular la integral de superficie de f(x,y, z) = zyz cuando S es la porcién del
cilindro 2% + 2% = 4 que se encuentra entre

a) los planos y = 1, y = 3. (Resp. 0).
b) los planos y = 1, y = 3 y el primer octante. (Resp. 16).

2) Comprobar que //\/xQ + y2dS = 2?”(2\/5 — 1), donde S es la superficie:
S

~

S:r(u,v):ucos(v)i—l—usin(vﬁ—l—v/k\; 0<u<l1l 0<wv<27

3) Calcular el area de la superficie de una esfera de radio a cortada por un cilindro
que tiene este radio como diametro.

Resp. (7 — 2)a?

~ -~ —
4) Verificar que la integral de superficie de ?(w,y, z) = xi +yj + z k sobre la
superficie S correspondiente a la porcién del plano 3x + 2y + z = 6 del primer
octante, es igual a 18.
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5)

El campo de velocidad de un fluido viene dado por F(z,y,2) = (y,—2,8) y S es
la superficie correspondiente a la esfera 2% + 2 + 22 = 9 ubicada sobre la regién
D del plano XY acotada por la circunferencia 2%+ y? = 4. Verificar que el flujo
de F a través de S es igual a 327 (unidades ctbicas de volumen por unidad de
tiempo).

Si ?(m, Y,2) =y it ;Jr 2k y S la frontera de la regién sélida encerrada por

el paraboloide z = 1 — 22 — 4% y el plano 2z = 0. Verificar que //? dS = g
S

Observar que en este caso S = S;USs, donde S es la parte superior (paraboloide)
de la superficie y Sy la parte inferior (circulo). Luego:

//?-d?://?-d?Jr//?-d?

Sea ?(m, y,z) = 2* i+ xy /]\ +2: k y S el cubo en el primer octante limitado
por los planos coordenados y los planos x = 1, y = 1 y 2 = 1. Verificar que el

flujo de F' a través de S, calculando 6 integrales de superficie (una para cada
cara del cubo), es igual a 3.5.

Considerar:

e El campo escalar f(z,y,2) = =+ y + zg(x — y), donde g es una funcién
real con derivada continua

e S la superficie x +y =10, con 0 < 2 < 8

Verificar que el flujo del gradiente de f es igual a 128.
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Banda de Moebius
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