Cdlculo II1. Ing. Civil Pauta de trabajo: Incrementos y diferenciales
Prof. Claudio del Pino O.

Temas: Incrementos. Diferenciales. Diferenciabilidad. Regla de la cadena.
1. v Verificar que si una funcién (de una variable) y = f(z) es derivable, entonces
Ay = f'(2)Az + Az (%)

donde € = ¢(Az) — 0 cuando Az — 0.

. Que nombre recibe f si satisface (x)?.

2. vV Siw= f(z,y) y h = Az y k = Ay son incrementos de x e y respectivamente. ;Cuél
es el incremento (total) Aw de w?. Dar un ejemplo.

3. ©
Definicién: Sea w = f(x,y) una funcién de dos variables. La funcién f es diferen-
ciable en (xg,y) si Aw puede expresarse‘en la forma

Aw = fi(zo, yo) Az + fy($0a Yo) Ay + 1Az + e2Ay (1)

donde €; vy €y son funciones de Ax y Ay que tienen limite 0 cuando
(Az, Ay) — (0,0).

Nota: Equivalentemente, w = f(x,y) es diferenciable en (¢, yo) si:

Aw — fx(%, yo)Al' - fy(xO; yo)Ay

lim =0 2
(Az,Ay)—(0,0) \/(Aa:)2 + (Ay)? (2)

Teorema: Siw = f(x,y) vy f» v f, son continuas en una regién rectangular R,
entonces f es diferenciable en R.

Teorema: Si w = f(x,y) es diferenciable en (xg,yo), entonces f es continua en
(anyO)'

4. v' Estudiar, en el origen, la continuidad y diferenciabilidad de las funciones:

a) u=3r*—y
b) w=/lzy| en (0,0).
3%y + 223
¢) u= f(z,y) = W si (z,y) # (0,0
0 si (z,y) = (0,0
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5. © Regla de la cadena

Caso mas simple:

Teorema: Siw = f(z,y)y x = g(t), y = k(t), donde f, g y k son diferenciables,
entonces

ow Gwﬁ_x aw@

o9t oz ot oy ot

Demostracién (esbozo):

Como f es diferenciable, por (1) se tiene:
Aw = fu(xo, yo) Az + fy(x0,Y0) Ay + 1Az + €Ay (3)

Dividiendo (3) por At, se tiene:

Aw _ Az Ay ~ Az Ay
At fgﬁ(xo’yo)ﬁ + fy(xmyo)ﬂ &+ 61& + 62& (4)

tomando limite cuando At tiende a 0, se tiene:

ow d_x

Y fx<x07y0) at

d
BN +fy (2o, 0) =

Y
ot
El teorema precedente tiene multiples extensiones. Una de ellas, por ejemplo, es

Teorema: Siw = f(t#,v)yu=g(x,y),v=k(x,y), donde f, gy k son diferenciales,
entonces

ow 8w@ 8w@ ow 8w@ 8w@

92 oudr  9v oz 9y ouoy v oy

6. v Si z = f(z,y) es una funcién diferenciable y z = s? — t?, y = t? — s%. Calcular y
simplificar:

7.V Siz= f(z,y) € C% y oz =u’>+w? y = 2uw. Establecer si las siguientes afirmaciones
son verdaderas o falsas.

0z
I ouz, 42
a) 5y = 2%t 2wz
0%z 9 9
b) peie 225 + 4" 2pp + SUWzgy + 4w 2y,
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8. v Siu= f(y/z), calcular y simplificar zu, + yu,.

9. a) © Una funcién f(z,y) se dice homogénea de grado n si y solo si

[t ty) =" f(2,y),
para todo t > 0.
b) v Decidir si son homogéneas las funciones u = % y g(x,y) = /32?2 — 2zy.
Z )
En caso de serlo, indicar en el grado.

c) v Seau = f(z,y) una funcién diferenciable y homogénea de grado n. Verificar que

xfl(x,y) + ny(‘rvy) = nf(:v,y)

Sugerencia: Sea (x,y) un punto del dominio de w. Definir y derivar (con respecto a
t) la funcién

g(t) = f(tl‘,ty) - t”f(:c,y)
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