TRIGONOMETRIA TRIGONOMETRIA CONCEPTOS BAsicos

Trigonometria en triangulos

Angulos
by
Un angulo es una porcién del plano que esta delimitada por dos seg-
mentos de rectas que se intersectan en un punto, el cual es llamado
origen. 0
b

Para medir angulos, usaremos dos sistemas de medicién; el sistema sexagesimal (grados) y el sis-
tema circular (radianes).

e Sexagesimal: Para medir un dngulo en el sistema sexagesimal proeedemos como sigue. Con-
sideremos el circulo unitario y dividamos este en 360 partes: Laiego, sobre-ponemos el angulo «
que queremos medir, ubicando el origen en el centro del ¢ireulo, como se muestra en la siguiente
figura

Uy

Gl

Luego, la medida del angulo «, en grados, es la cantidad de estas partes que estan comprendidas
entre los segmentos ¢1 y {5

e Circular: Para medir un dngulo en el sistema circular procedemos como sigue. En la circunfer-
encia unitaria sobre-pongamos el angulo o de modo que el origen corresponda con el centro de
la circunferencia
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La medida de «, en radianes, corresponde a la longitud del arco s determinada por los segmentos

€1y€2

Algunos ejemplos

) ) L .

0° =0 (rad) 30° = /6 (rad) 45° = /4 (rad) = 70/3 (rad) =7/2 (rad)
120° = 27/3 (rad) 180° = 7 (rad) : : O
360° = 27 (rad)

210° = 7r/6 (rad)
270° = 37/2 (rad)

Para pasar de un sistema de medicion a otres/usaremos la proporcion directa:

180°  «

™ s
Es decir, para pasar de grados a radianes usaremos la relacion

T
180°

S=qQ-

Para pasar de radianes a grados usaremos la relacién

180°
a=s-
T
Practica 1 Completar la siguiente tabla
grados | 0 15 35|75 150 | 240 300 | 315
: I T ir | 37 i 17
radianes | 0 12 ) 9 | 1 3 6
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Razones trigonométricas

Consideremos dos tridngulos rectangulos con un dngulo agudo «

E

7

] []
A - -

Como los tridngulos ABC'y ADE son semejantes, tenemos, por ejemplo, las siguientes proporciones

BC DE AB AD BC DE .
AC AE’' AC AE’ AB AD’

te ...

Es decir, estas razones no dependen del tridngulo que se considere y'sélo.dependen del angulo a. Asi,
tenemos la siguiente definicion.

Definicién 1 (Razones trigonométricas) Consideremos<un tridngulo rectingulo con uno de sus
angulos agudo igual a o. Respecto a «, los lados del triangulo reciben los nombres de “cateto opuesto”
(CO), “cateto adyacente” (CA) e “hipotenusa” (Hip),(como se indica en la siguiente figura

CcO
-
CA
Con estas notaciones, se definen las razones trigonométricas:
CcO Hip
eno sin(«) Hip osecante csc(a) o
CA Hip
C : = S te: =
oseno cos() Hip ecante sec(a) CA
CO CA
T te: t =—— 1| Cot te: t = —
angente: tan(a) CA otangente: cot(a) o)
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Calcular los valores de las razones trigonométricas para angulos arbitrario, no es sencillo. En el
curso trabajaremos, principalmente, con algunos angulos agudos notables, para los cuales no es dificil
realizar los cdlculos, como mostramos a continuaciéon. Consideramos un triangulo rectangulo isésceles
con la medida de los catetos igual a 1, y un triangulo equildtero de lado 2

Luego, tenemos que

RT \ a | 30° | 45° | 60°
sin(«) % ‘/75 ‘/7?;
cos(a) \/75 ‘/75 %

tan (o) \/Lg 1 |[V3

Table 1: Valores frecuentes para las razones trigonométricas principales

Desde la definiciéon note que

1 1

cot(a) = y  cscla) =

. sec(a)h=

tan(«) dos() sin(«)
luego, es inmediato cémo obtener los valoresipara estas razones trigonométricas a partir del cuadro
anterior.

Nota: Con el motivo de trabajar en situaciones mas realistas, en ocasiones, tendremos que calcular
razones trigonométricas para angulos distintos a los que aparecen en el cuadro anterior. En este caso

usaremos la calculadora para realizar estos calculos, considerando una proximacion de dos decimales.

Ejemplo 1 (Encontrar razones trigonométricas) Supongamos que a es un dngulo agudo tal que
tan(a) = —V511 Con esta informacion, deberiamos ser capaces de encontrar los valores de las restantes

razones trigonométricas construyendo un tridngulo rectdngulo con estas caracteristicas (usamos Pitagoras
para encontrar la medida de la hipotenusa)

Del triangulo, se tiene que
; _ Vi1 _ 6
sin(a) = Y= csc(a) = 75
_5 _6 Vi
cos(a) = ¢ sec(a) = 3
tan(a) = g cot(a) = \/Lﬁ .
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Préactica 2 Supongamos que o es un dngulo agudo tal que sin(a)) = \/% Luego
sin(a) = \/% csc(a) =
cos(ar) = sec(a) =
tan(a) = cot(a) =

Completacion de triangulos rectangulos

Completar un tridngulo rectdngulo significa encontrar cada una de sus partes (tres lados y dos dngulos),
dada la informacién precisa y suficiente de este. Por ejemplo, dado dos lados, o bien, un lado y un
angulo agudo, podemos obtener el resto de las parte de este tridngulo rectangulo usando las razones
trigonométricas.

Ejemplo 2 Supongamos que tenemos un tridngulo rectdngulo con uno de susscateto de medida 2/3 e
hipotenusa de medida 4.

.

2V/3

Notemos que « es tal que cos(a)) = %g = \/7§ DebCuadro 1 tenemos entonces que o = 30° y luego

B =60°. Para encontrar el valor de x podemos usar el hecho que

1
§:sin(30°):% = :)32522

También podriamos haber usado el teorema de Pitdgoras para encontrar el valor de x.
P4+ 2V3)?2 =4 = 22=16-12=4 = z=2
Practica 3 Completar los siguientes triangulos

a) b) c)

12 9

60° 18
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Practica 4 Encontrar el valor de © en cada caso

35° 60°
V12 — 50v3 —

Para (b) use la aprozimacion tan(35°) ~ 0,7
Trigonometria en problemas de aplicacion

En lo que sigue usaremos el siguiente lenguaje:

Horizontal Angulo de elevacion

Horizontal

Angulo de depresion

En los problemas que trabajaremos a continuacién (y en la préctica) consideraremos que los dngulos
de elevacion y depresion son medidos por un observador hipotético con altura despreciable (a menos
que se diga lo contrario).

Ejemplo 3 Un dia cualquiera, Cristian, se propuso obtener la medida del drbol mds alto de Curico.
Lamentablemente, justo antes del drbol hay un rio que impide realizar mediciones. Fsto no detuvo las
ganas de Cristian de obtener este interesante dato, pues recordo que puede lograrlo usando un teodolito
(instrumento topogrdfico para medir dngulos) y sus conocimientos de trigonometria.

Ast, Cristian se ubico a una cierta distancia del drbol y, con su teodolito, midic un dngulo de
elevacion, hasta la punta del drbol, de 30°. Luego, avanzd 70 mts hacia el drbol (justo donde comienza
el rio) y, realizando otra medida con su teodolito, obtuvo un dngulo de elevacion, hasta la punta del
arbol, de 72°. Con esta informacion, Cristian realizo la siguiente ilustracion para ordenar sus caculos:
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309
70

De este modo, €l noté que las ecuaciones

T
1 tan(30°) =
W @) -
x
(2) tan(72°) = -
Y
resuelven su problema. En efecto, de (2) tenemos que y = # Reemplazando esto en (1) se
an(v2°
tiene que
1 T
— =tan(30°) = o———
\/g 70+ tan(72°)
: ) 70
De lo cual, se obtiene que la altura del drbol es x = 1 ~ 49,746 mts.
Vi tan(72°)

Ejemplo 4 Desde el quinto piso de un edificioy, a 15 mts de altura, noto que se acerca, hacia el ed-
ificio, mi vecino que habita el primer piso. WEn un instante se detiene a conversar con un amigo y
alcanzo a observar que el dngulo de depresion hasta donde estd €l es de 30°. Considerando que un ser
humano promedio camina a una velocidad de 5 km/hrs, ;Cudnto tardard mi vecino en llegar a su hogar?

La situacion se puede ilustrar de la siguiente manera

Ooood

-

4

X

15
Luego, tenemos que tan(30°) = — o equivalentemente
x

15

= ———— mts =15V 3 mt
x tan(30°)m$ V3 mts
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Por lo tanto, lo que tardar mi vecino en llegar a su hogar es

153

— ~1
000 hrs 8,7 seq

Teorema del Seno y del Coseno

A continuacion usaremos las funciones trigonométricas para completar (o resolver) tridngulos a un
nivel mas general. En particular, esto nos permitird resolver problemas de aplicacién que no solo in-
volucren situaciones con triangulos rectangulos, si no que, cualquier situacion que pueda representarse
con un tridngulo (y cierta informacién) va a poder ser resuelta usando la ley de Seno o la ley de Coseno.

Teorema 1 (Ley del Seno) Consideremos el tridngulo

Entonces, se tiene que

sin(a) “sin(B)  sin(7y)

a b c

El Teorema del Seno puede ser usado para completar tridngulos cuya informacién conocida sea
como alguna de las dos situaciones siguientes

N

Dos dngulos y un lado Dos lados y un angulo opuesto a

de los lados conocidos
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Ejemplo 5 Completaremos los siguientes triangulos usando el teorema del Seno.

" 40° " 2v2

60° «

20

Para completar el tridngulo a) notemos primero que, como la suma de dngulos interiores de un
tridngulo es 180°, se tiene a = 80°. Ahora, usando la ley del Seno obtenemos que

sin(60°)  sin(40°) A sin(80°)  sin(40°)

T 20 Y 20

Luego
~ 20sin(60°) o7 ~ 20sin(80°)
= Tsin(40°) Y Tsin(40°)

Para completar el triangulo b), comenzaremos por encontrar.ol usando la relacion:

~ 30, 64

sin(45°)  sin(a) ‘ V2 1
4 2y o sl =57 V2=3

Luego, o es un dngulo agudo tal que sin(a) = 1/2. Del Cuadro 1 podemos notar que o = 30°. De esto

obtenemos inmediatamente que 5 = 105°. Finalmente, si usamos nuevamente la ley del Seno:

2 in(45° in(105° 8sin(105°
\/__sm( ) sin(105°) I sin( )

8 4 T V2

Ast, los tridngulos nos quedan:

~ 5,46

20
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Teorema 2 (Ley del Coseno) Consideremos el tridngulo

Entonces, se tiene que

(1) a® =b* + ¢ — 2bc cos(a)

(2) b* = a® +  — 2accos(B)
(3) ¢ = a*+ b* — 2abcos(v)
En particular, si, por ejemplo o = 90°, entonces obtenemos la relacion Pitagorica
a’® =b*+ ¢
Es decir, el teorema del Coseno se puede considerar como una generalizacion del teorema de Pitagoras.

El Teorema del Coseno puede ser usado para completar triangulos cuya informaciéon conocida sea
como alguna de las dos situaciones siguientes

R

Dos lados y el dangulo entre ellos

Tres lados

Ejemplo 6 Completaremos los siguientes triangulos usando el teorema del Coseno.

a)
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Para el triangulo a) note que tenemos la relacion
r? = 22452 —2.2-5c0s(60°)

2 = 29 —20 1
B 2

2 = 19

Como x > 0, tenemos que x = /19. Para calcular el valor de o podriamos usar la relacion

1

52 = 22 + (v19)? — 219 cos(a) = cos(a) = ——

(VI0)? ~ 2v/T9cos(a) = cos(a) = ~

Para calcular el dngulo o que satisface esta condicion usaremos en la calculadora la funcion cos™, es
decir

1
a =cos ! (——) ~ 103, 26°
V19

Notemos que para encontrar el dngulo o también podriamos haber usado la ley del-Seno, de la relacion

sin(a)  sin(60°)

5 V19

Se deja de ejercicio al lector verificar que coincide convel cdlculo anterior. Finalmente,
como la suma de dngulos interiores de un tridngulo es 180°, tenemos que [ ~ 16, 74°.

Para completar el triangulo b) comenzaremos por calcular el dngulo v usando la ley de Coseno:

79
142 =62+ 9% —2-6 - 9cos(7)< cos(y) = ———
108
-, _1 _1 79 o . .
Usando en la calculadora la funcion cos™ ,“tenemos que v = cos ~ 108 ~ 137°. Similarmente,
para encontrar o podemos usar la relacion:
151
92 =14 +6*—2-14-6cos(a) & cos(a) = —
168
4 (151 S , . ,
De lo cual obtenemos que o = cos 168 ~ 26°. Finalmente, por suma de dngulos interiores ten-

emos que 8~ 17.

Ast, los tridngulos nos quedan:
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